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章末問題解答例
竹村彰通

2026年 4月 17日版

ここでは『現代数理統計学』の新装改訂版 (2020年 11月発行)の章末問題の解答

例を示す．解答例の誤りや不完全な部分については，今後も改訂していく．

第 2章

問 2.1 (X − µ)k =
k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)k−iXiµk−i の両辺の期待値をとれば，

µk =
k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)k−iµ′

iµ
k−i

である．同様にXk = ((X − µ) + µ)k =
k∑
i=0

(
k

i

)
(X − µ)iµk−iの両辺の期待値を

とれば

µ′
k =

k∑
i=0

(
k

i

)
µiµ

k−i

である．

問 2.2 各 y について y の「逆像」を Ay = {x | g(x) = y} とおくと pY (y) =

P (Y = y) =
∑
x∈Ay

p(x)となる．

E [g(X)] =
∑
x
g(x)p(x) =

∑
y

∑
x∈Ay

g(x)p(x) =
∑
y
ypY (y)

より一致することがわかる．

問 2.3 連続変数の場合で示す．また 0 < h < kは正整数とする．|x| ≤ 1のとき

は |x|hも |x|kも 1以下であるから，この範囲での積分は有限である．次に x > 1で

x→ ∞のときを考えると xh/xk = 1/xk−h ≤ 1であるから，
∫ ∞

1

xkf(x) dx <∞
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ならば
∫ ∞

1

xhf(x) dx < ∞である．x < −1のときは絶対値をとって議論すれば

よい．従って k次のモーメントが存在すれば h次のモーメントも存在する．

問 2.4 0 < u < 1に対し xL = FL
−1(u), xR = FR

−1(u)とおくと，xL ≤ xRは本

文に示されている．また (2.25)式より x ≥ xL ⇔ F (x) ≥ uである．同様に，分布

の右裾を考えれば x ≤ xR ⇔ P (X ≥ x) ≥ 1− uである．これより Iu = [xL, xR]

となることがわかる．

問 2.5 X の符号を変えて−X を考えれば，下側確率と上側確率が入れ替わる．ま
た U を 0と 1の間の一様分布に従う確率変数とすれば，1− U も同じ分布に従う．

このことからXR も F に従うことがわかる．

XL ≤ XR は常に成り立つ．ここで背理法を用いて，もし P (XL < XR) > 0と

仮定すると，ある xが存在して P (XL ≤ x < XR) > 0となるが，このとき

P (XL ≤ x) = P (XL ≤ x,XR ≤ x) + P (XL ≤ x < XR) > P (XL ≤ x,XR ≤ x)

P (XR ≤ x) = P (XL ≤ x,XR ≤ x) + P (XR ≤ x < XL) = P (XL ≤ x,XR ≤ x)

より P (XL ≤ x) > P (XR ≤ x)となり，分布が等しいことに矛盾する．従って確

率 1でXR = XL である．

後半は，測度論的を用いて，以下のように議論することもできる．示すべきこと

は「xL = FL
−1(u) < FR

−1(u) = xR となるような uが実現する確率が 0」と同値

であるから，こちらを示す．xL < xR のとき，開区間 (xL, xR) で F が平らであ

ることを示そう．本文で P (X ≤ xL) ≥ u, P (X ≥ xR) ≥ 1 − u が示されている

((2.25)式，(2.26)式)．ところで xL < xR より (−∞, xL]と [xR,∞)は排反であ

るから，これらの和集合の確率は 1以下である．このことから上の 2つの不等式は

いずれも等号でなければならず，P (X ≤ xL) = u, P (X ≥ xR) = 1 − u であり

F は開区間 (xL, xR)で平らである．つまりこの区間で u = F (x)の値は一定であ

り，U が一様分布であればこのような特定の uが実現する確率は 0である．また

xL < xR となるような区間はとびとびにしかないから (厳密には可算個しかないか

ら)，このような区間をすべて考えても，FL−1(u) < FR
−1(u)となるような uが実

現する確率は 0であることがわかる．



第 2章 3

問 2.6 F (FL
−1(u)) ≥ uは (2.25)式である．FR−1(u) ≥ FL

−1(u)よりF (FR
−1(u))

≥ uも成り立つ．F (FL−1(u)−) ≤ uも (2.25)式よりわかる．F (FR−1(u)−) ≤ u

は上の問 2.5の解答例よりわかる．もし F が連続ならばこれらの不等式はすべて等

式となる．そして (2.29)式より FL
−1(U)は分布 F に従うことから，F が連続なら

ば F (X) ∼ U[0, 1]となることがわかる．

X が例えばベルヌーイ分布であれば F (X)は 0, 1/2, 1の 3個の値しかとらない

ので，連続分布である一様分布とはならない．

問 2.7 ポアソン分布の確率母関数 E
[
sX
]
= eλ(s−1) を微分することにより

E [X ] = Var[X ] = λであることがわかる．小数法則では λ = npを一定として

n → ∞とするが，このとき p → 0であるから，2項分布の分散も np(1− p) → λ

となり，整合性が確認できる．

問 2.8 (2.58)式の (1− q)−r のテーラー展開を用いれば G(s) = pr/(1− qs)r と

なることが容易にわかる．これを微分すれば期待値及び分散が (2.62)式となること

も確かめられる．

問 2.9 標準正規分布に関する第 1式は ϕ(x)が偶関数であり xϕ(x)が奇関数から

明らかである．第 2式は∫ ∞

−∞
x2ϕ(x) dx = 2

∫ ∞

0

x2ϕ(x) dx = 2

∫ ∞

0

x · (−ϕ(x))′ dx

= 2
[
−xϕ(x)

]∞
0

+ 2

∫ ∞

0

ϕ(x) dx

= 0 + 2× 1

2
= 1

よりわかる．あとはX ∼ N(0, 1)として Y = µ+ σX の期待値と分散よりわかる．

問 2.10 平均は

E [X ] =
1

B(a, b)

∫ 1

0

xa(1− x)b−1 dx =
B(a+ 1, b)

B(a, b)
=

a

a+ b

である．同様に E [X2 ] = a(a+ 1)/((a+ b)(a+ b+ 1))となるから

Var[X ] =
a(a+ 1)

(a+ b)(a+ b+ 1)
−
( a

a+ b

)2
=

ab

(a+ b)2(a+ b+ 1)

である．
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問 2.11

− log(1− θ) = θ +
1

2
θ2 + · · ·+ 1

k
θk + · · · =

∞∑
k=1

1

k
θk

より c(θ) = 1/(− log(1− θ))である．積率母関数は

G(s) = E
[
sX
]
=

− log(1− θs)

− log(1− θ)

である．

E [X ] = G′(1) =
1

− log(1− θ)

θ

1− θ

Var[X ] = G′′(1) + E [X ]− (E [X ])2

=
1

− log(1− θ)

(
θ2

(1− θ)2
+

θ

1− θ
− θ2

(1− θ)2
1

− log(1− θ)

)
=

θ

(− log(1− θ))2(1− θ)2
(− log(1− θ)− θ)

問 2.12 正規分布の積率母関数を求めると同様の計算をおこなうと次を得る．

E [X ] = eµ+σ
2/2, Var[X ] = e2µ+σ

2

(eσ
2

− 1)

問 2.13 Λを密度関数 g(λ)を持つ確率変数とし，µ = E [Λ] , σ2 = Var[Λ]とお

く．Y の (無条件の)期待値は E [Y ] = E [E [Y |Λ]] = E [Λ] = µである．また Y

の (無条件の)分散は (3.52)式より

Var[Y ] = E [Var[Y |Λ]] + Var[E [Y |Λ]] = E [Λ] + Var[Λ] = µ+ σ2

となる．従って Y の周辺分布においては，Var[Y ]−E [Y ] = Var[Λ] > 0であり，

過分散である．

問 2.14 2項分布の成功確率の確率密度を g(·)とし，g(·)に従う確率変数を P と

する．E [P ] = E [Y/n] = pである． Var[P ] = σ2 と表す．Y の分散は (3.52)式

より

Var[Y ] = E [Var[Y |P ]] + Var[E [Y |P ]] = E [nP (1− P )] + Var[nP ]

= E [nP ]− nE [P 2 ] + n2σ2 = np− nE [P 2 ] + n2σ2

である．右辺から np(1− p)を引くと

np− nE [P 2 ] + n2σ2 − np+ np2 = n2σ2 − n[E [P 2 ]− p2]
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= n2σ2 − nσ2 = n(n− 1)σ2 > 0

であり，過分散である．

第 3章

問 3.1 平面上に図示し，包除原理のように考えると，容易にわかる．また多次元

に議論を一般化するには，定義関数を用いて

I(x,x+∆x] = I(−∞,x+∆x] − I(−∞,x]

を各座標について掛け合わせ，展開してから期待値をとればよい．2次元の場合だと

(I(−∞,x+∆x] − I(−∞,x])(I(−∞,y+∆y] − I(−∞,y])

を展開したものに

F (x, y) = E [I(−∞,x]∩(−∞,y](X,Y )] = E [I(−∞,x](X)I(−∞,y](Y )]

を適用すればよい．

問 3.2 n = 2の場合に確認する．連続分布の場合には (3.17)式を x,yでそれぞれ

微分すれば (3.14)式を得る．離散分布のときは (3.9)式のように差分をとれば (3.6)

式がわかる．

問 3.3 (3.29)式より rと θが独立で θが 0と 2πの間の一様分布に従うことは明

らかである．v = r2 とおいて変数変換すると r =
√
vで dr/dv = 1/(2

√
v)より v

の密度が e−v/2 に比例し，これが Ex(2)の密度関数であることがわかる．

問 3.4 密度関数の変換の公式より

fY (y) = fX(g−1(y))dx/dy = fX(g−1(y))/g′(g−1(y))

であるから，Y の密度関数を用いた Y の期待値は∫ ∞

−∞
yfX(g−1(y))

1

g′(g−1(y))
dy

であるが，積分の変数変換の公式よりこれは∫ ∞

−∞
g(x)fX(x) dx

に等しい．
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問 3.5 期待値記号の線形性より

E [Z ] = a1E [X1 ] + · · ·+ anE [Xn ]

であり，期待値からの偏差は

Z − E [Z ] = a1(X1 − E [X1 ]) + · · ·+ an(Xn − E [Xn ])

である．このことから，各Xiから期待値を引くことにより，E [Xi ] = 0, i = 1, . . . , n

のときに示せばよい．

Z2 = (a1X1 + · · ·+ anXn)
2 =

n∑
i=1

ai
2Xi

2 + 2
∑
i<j

aiajXiXj

であるから，両辺の期待値をとれば，右辺第 1項は分散の和，第 2項が共分散の和

となり (3.37)式を得る．

問 3.6 両辺の要素が等しいことを示せばよい．a+BXの第 i要素は ai+
n∑
j=1

bijXj

である．この期待値をとると ai +
n∑
j=1

bijE [Xj ]であるが，これは a + BE [X ]の

第 i要素に一致する．

問 3.7 (3.42)式を示すには，両辺の (i, j)要素を考えればよい．左辺で Var[X ]

の (i, j)要素は σij = Cov[Xi, Xj ]である．右辺の (i, j)要素は (X − µ)の第 i要

素Xi−µiと (X −µ)⊤の第 j要素Xj −µj の積であり，その期待値は σij である．

従って両辺の要素が一致する．

(3.43) 式を示すには，まず定数ベクトル a での移動は期待値ベクトルと相殺

するため a = 0 とおいてよいことに注意する．このとき µ = E [X ] とすると

E [BX ] = Bµより (3.42)式を用いて

Var[BX ] = E
[
B(X − µ)(B(X − µ))⊤

]
= E

[
B(X − µ)(X − µ)⊤B⊤]

= BE
[
(X − µ)(X − µ)⊤

]
B⊤ = BVar[X ]B⊤

を得る．

問 3.8 それぞれの分布の確率母関数あるいは積率母関数の積を確認すればよい．

問 3.9 連続分布の場合に示す．x, yの同時密度関数を f(x, y)とし fX(x)をX の

周辺密度関数とする．このとき
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E [g(X,Y )] =

∫∫
g(x, y)f(x, y) dxdy =

∫ (∫
g(x, y)

f(x, y)

fX(x)
dy

)
fX(x) dx

=

∫ (∫
g(x, y)fY |X=x(y)dy

)
fX(x) dx

=

∫
E [g(X,Y ) |X = x] fX(x) dx = EX[E [g(X,Y )|X ]]

である．

問 3.10 E [(Z − c)2 ] = c2 − 2cE [Z ] +E [Z2 ] は cの 2次関数であり，下に凸だ

から，微分して 0とおくことにより，最小にする cは c = E [Z ]で与えられること

がわかる．

問 3.11 (3.63)式の aを (3.62)式に代入した上で，確率変数の線形結合の分散の

式 ((3.37)式)を係数ベクトル (1,−b1, . . . ,−bn)に適用すればよい．

問 3.12 1 から n まで番号のついた n 個のボールを投げ，i 番目の箱に yi 個

(i = 1, . . . , k) がはいる組合せの総数考えると，n!個の順列のうちそれぞれの箱に

あるボールの順列は区別できないため，総数は n!/(y1! · · · yk!)となる．どの組合せ
でも確率は py11 · · · pykk であるから，多項分布の確率は (3.68)式で与えられる．

問 3.13 条件つき確率関数を書いてみれば容易に確認できる．

問 3.14 多変量正規分布の密度関数の指数部分に θ⊤Y を加えて平方完成すると

θ⊤Y − 1

2
(Y − µ)⊤Σ−1(Y − µ) = θ⊤µ+ θ⊤(Y − µ)− 1

2
(Y − µ)⊤Σ−1(Y − µ)

= θ⊤µ+
1

2
θ⊤Σθ − 1

2
(Y − µ−Σθ)⊤Σ−1(Y − µ−Σθ)

となり，右辺第 3項は積分で消えるから，積率母関数は exp(θ⊤µ + θ⊤Σθ/2)と

なる．

問 3.15 x = B−1(y− a)において xiを yj で微分すればB−1の (i, j)要素となる

から J(∂x/∂y) = B−1 である．

問 3.16 (3.18)式は
f(x, y, z)

fZ(z)
=

fX,Z(x, z)

fZ(z)
× fY,Z(x, z)

fZ(z)

と書けるが，両辺を右辺の第 2項 fY,Z(y, z)/fZ(z)で割ると
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f(x, y, z)

fY,Z(y, z)
=

fX,Z(x, z)

fZ(z)

となり (3.19)式となる．操作を逆にすることもできるから，(3.18)式と (3.19)式

は同値である．

問 3.17 条件つき独立性は
f(x, y, z)

fZ(z)
=

fX,Z(x, z)

fZ(z)

fY,Z(y, z)

fZ(z)

と書けるが，両辺に fZ(z)をかけると

f(x, y, z) = fX,Z(x, z)
fY,Z(y, z)

fZ(z)

となるから，例えば g(x, z) = fX,Z(x, z), h(y, z) = fY,Z(y, z)/fZ(z) とおけば

よい．

逆に f(x, y, z) = g(x, z)h(y, z)と書けたとする．gZ(z) =
∫
g(x, z) dx, hZ(z) =∫

h(y, z) dy とおくと，fX,Z(x, z) = g(x, z)hZ(z), fY,Z(y, z) = gZ(z)h(y, z),

fZ(z) = gZ(z)hZ(z)となる．従って
f(x, y, z)

fZ(z)
=

g(x, z)h(y, z)

gZ(z)hZ(z)
=

g(x, z)hZ(z)

gZ(z)hZ(z)
× gZ(z)h(y, z)

gZ(z)hZ(z)

=
fX,Z(x, z)

fZ(z)
× fY,Z(y, z)

fZ(z)

となり，条件つき独立性が成り立つ．

問 3.18 (XiYi, (1−Xi)Yi, Xi(1− Yi), (1−Xi)(1− Yi))のベクトルは 1個の要

素のみ 1，他の 3個の要素は 0となるから，4次元ベルヌーイ試行である．これらを

i = 1, . . . , nまで加えたものが (Z,X−Z, Y −Z, n−X−Y +Z)となるから，これは 4

項分布に従う．成功確率のベクトルは (p1p2, p1(1−p2), (1−p1)p2, (1−p1)(1−p2))
である．多項確率は

n!

z! (x− z)! (y − z)! (n− x− y + z)!
×

× (p1p2)
z(p1(1− p2))

x−z((1− p1)p2)
y−z((1− p1)(1− p2))

n−x−y+z

=
n!

z! (x− z)! (y − z)! (n− x− y + z)!
p1
x(1− p1)

n−x
p2
y(1− p2)

n−y

である．またX と Y は独立に 2項分布に従い，それぞれの周辺確率は
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n

x

)
p1
x(1− p1)

n−x
,

(
n

y

)
p2
y(1− p2)

n−y

である．多項確率を周辺確率の積で割ると求める条件つき分布となるが，
n!

z! (x− z)! (y − z)! (n− x− y + z)!
× 1(

n

x

)(
n

y

)
=

x! (n− x)! y! (n− y)!

n! z! (x− z)! (y − z)! (n− x− y + z)!

は超幾何分布の確率関数である．

問 3.19 逆変換は x =
√
uv, y =

√
u/vである．ヤコビアンは

J =
1

2

( √
v/u

√
u/v

1/
√
uv −u1/2/v3/2

)
, |det J | = 1

4
| − 1/v − 1/v| = 1

2v

である．また (u, v)の動ける範囲は 0 ≤ uv = x2 ≤ 1, 0 ≤ u/v = y2 ≤ 1より

0 ≤ uv ≤ 1, 0 ≤ u ≤ vとなる．(x, y)の同時密度は xy平面の単位正方形上で 1，

その他でゼロであるから，(u, v)の同時密度は

f(u, v) =
1

2v
, 0 ≤ uv ≤ 1, 0 ≤ u ≤ v

である．これを uで積分すると，uの範囲は 0 ≤ u ≤ min {v, 1/v}であるから u

で積分すると vの周辺密度は

f(v) =
1

2v
min {v, 1/v} =

1

2
min {1, 1/v2}

である．

問 3.20 Z が連続な密度関数 f(z)を持つ場合に示す．

E [|Z − c|] =
∫ c

−∞
(c− x)f(x) dx+

∫ ∞

c

(x− c)f(x) dx

であるが，これを cで微分すると，x = cでの被積分関数の値がゼロになることから，被

積分関数の微分のみが残り (d/dc)(c−x)f(x) = f(x), (d/dc)(x− c)f(x) = −f(x)
より

d

dc
E [|Z − c|] =

∫ c

−∞
f(x) dx−

∫ ∞

c

f(x) dx = P (Z ≤ c)− P (Z > c)

となる．これが 0となる cは 1/2 = P (Z ≤ c) = P (z > c)となる c，つまりメディ

アンである．Z が離散の場合も同様に示すことができる．
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問 3.21 実はこの問題は i, j, k, lがすべて異なる場合について示せばよい．その理

由は，すべて異なる場合に示しておけば，例えば i = jのときには XiとXj の相関

係数が 1と思って ρij = 1を代入して，分散行列が退化する特殊ケースとして扱え

ばよいからである．さらに (i, j, k, l) = (1, 2, 3, 4)としても一般性を失わない．さ

て，積率母関数

ϕ(θ) = E
[
eθ

⊤X
]
= eθ

⊤Σθ/2 = 1 + θ⊤Σθ/2 +
1

2!
(θ⊤Σθ/2)2 + · · ·

において，右辺 3項目の θの 4乗項 (θ⊤Σθ)2/8のみに注目する．

(θ⊤Σθ)(θ⊤Σθ)

の積の第 1項から例えば θ1θ2 をとると，第 2項からは θ3θ4 をとらなければなら

ない．

θ⊤Σθ = 2θ1θ2σ12 +他の項

に注意して，また積の 1項目と 2項目の対称性に注意すると (θ⊤Σθ)2/8において

θ1θ2θ3θ4 の係数は

σ12σ34 + σ13σ24 + σ14σ23

であることがわかる．

第 4章

問 4.1 X ∼ N(0, 1)としてX2 の積率母関数を求めると，θ < 1/2について

E
[
eθX

2
]
=

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−x
2(1−2θ)/2 dx = (1− 2θ)−1/2

を得る．独立性より E
[
eθ(X1

2+···+Xn
2)
]
= (1− 2θ)−n/2 を得る．ガンマ分布の積

率母関数と比較すれば Y = X1
2 + · · ·+Xn

2 の分布はGa(n/2, 2)である．

問 4.2 Gの 2行目以降の行については，要素の和が 0となるから，1行目と直交

している．2 ≤ i < jとして第 i行と第 j行の内積を考える．第 j行は第 1要素から

第 i要素まで定数であるから，内積の計算では第 i行の要素の和をとることになり，

やはり 0となる．従って Gのすべての行は互いに直交している．さらに容易にわ

かるように，各行は長さが 1に基準化されている．これよりGは直交行列である．
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問 4.3 t統計量において
n∑
i=1

(xi − x̄)2 を明示的に示すと

√
n(x̄− µ)√

n∑
i=1

(xi − x̄)2/(n− 1)

= t =

√
n− 1(x̄− µ)√
n∑
i=1

(xi − x̄)2/n

となることから，s2として nで割ったものを用いれば，分子には
√
n− 1が現れる．

問 4.4 a = (1 + t2/m)/2とおくと，∫ ∞

0

v(m+1)/2−1e−va dv = (1/a)(m+1)/2

∫ ∞

0

(va)(m+1)/2−1e−va d(va)

= (1/a)(m+1)/2Γ
( m+ 1

2

)
である．

問 4.5 (1 + t2/m)−(m+1)/2 → e−t
2/2 である．またスターリングの公式において

lim
m→∞

((m+ 1)/2)(m+1)/2

(m/2)m/2
=

1√
2

lim
m→∞

(1 + 1/m)m/2 =
1√
2
e1/2

を用いると
Γ ((m+ 1)/2)√
mΓ (m/2)

→ 1√
2

となることがわかる．これらより t分布の密度関数が標準正規分布の密度関数に収

束することがわかる．

問 4.6 V = lY とおくと，V の密度関数は

f(v) =
mm/2Γ ((l +m)/2)

Γ (l/2)Γ (m/2)

vl/2−1

(m+ v)(l+m)/2

である．ここで vl/2−1/Γ (l/2)は目標とするガンマ分布の密度関数の一部であるか

ら，これを外し

lim
m→∞

mm/2

(m+ v)m/2
= e−v/2

に注意すれば

lim
m→∞

Γ ((l +m)/2))

Γ (m/2)(m+ v)l/2
=

1

2l/2

を示せばよい．これは前問と同様の計算で示される．
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問 4.7 非心度が
m∑
i=1

(µi − µ̄)2となることを確かめればよい．Helmert変換の議論

に従い Y = GX とおくと期待値ベクトルについて E [Y ] = GE [X ] = Gµが成り

立つ．さて求める非心度は E [Y2 ]
2
+ · · ·+ E [Ym ]

2 である．ここで

E [Y2 ]
2
+ · · ·+ E [Ym ]

2
= E [Y ]

⊤
E [Y ]− E [Y1 ]

2

= µ⊤µ−mµ̄2 =
m∑
i=1

(µi − µ̄)2

となり，確かめられる．

問 4.8 項別積分において積分すべき j 番目の項は

vj/2v(m+1)/2−1e−v(1+t
2/m)/2

であり，これを 0から∞まで積分すれば

Γ ((m+ 1 + j)/2)

(
2

1 + t2/m

)m+1+j

となり，これを代入すれば (4.26)式が確かめられる．

問 4.9 単一の順序統計量の分布を導いたときのように，3項分布の確率を操作す

ることによってきちんと示されるが，やや面倒なので，以下のような直感的な議論

を与える．

特定の Xkが X(i)に一致しxの近傍 (長さ dx)に落ち，かつ特定のXlがX(j)に一

致し yの近傍 (長さ dy)に落ちる確率を考えると，まず確率要素として f(x)dxf(y)dy

が現れる．また残りの n− 2個の確率変数については 3項分布で考えると
(n− 2)!

(i− 1)! (j − i− 1)! (n− j)!
F (x)i−1(F (y)− F (x))j−i−1(1− F (y))n−j

の確率が現れる．Xk, Xl の取り方が n(n− 1)通りあることから，全体の確率は

n(n− 1)f(x)dxf(y)dy

× (n− 2)!

(i− 1)! (j − i− 1)! (n− j)!
F (x)i−1(F (y)− F (x))j−i−1(1− F (y))n−j

であり，dxdy で割ることによって密度関数が (4.51)式の形になることが理解さ

れる．
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問 4.10 t > 1ならば t2/(1 + t2) ≥ 1/2より

t× 1

1 + t2
≥ 1

2t
, t > 1

である．
∫ ∞

1

1

t
dt =

[
log t

]∞
1

= ∞であるからコーシー分布の期待値は存在しな

い．期待値が存在しないため，分散も存在しない．

次に tanxの微分が

(tanx)′ =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x

であるから，tan−1(t)の微分は

(tan−1(t))′ =
1

1 + t2

であり，変数変換の公式よりX = tan(π(U − 1/2))の密度関数は

f(x) =
1

π(1 + x2)

となり，コーシー分布であることがわかる．さらに密度関数の積分が tan−1で表せ

ることから，累積分布関数も確認される．

問 4.11 どのような順番で抽出しても，最後まで抽出すれば X1 + · · · + XN =

a1 + · · · + aN となり，これは定数である．従って Var[X1 + · · ·+XN ] = 0であ

る．一方でVar[X1 + · · ·+XN ] = NVar[X1 ] +N(N − 1)Cov[X1, X2 ] であるか

ら 0 = NVar[X1 ] +N(N − 1)Cov[X1, X2 ]より

Cov[X1, X2 ] = − 1

N − 1
σ2

を得る．

問 4.12 (1) i ≤ j として Cov[Wi,Wj ] = Var[Wj ] = n − j + 1となる．行列の

形で書くと 

n n− 1 n− 2 . . . 1

n− 1 n− 1 n− 2 . . . 1

n− 2 n− 2 n− 2 . . . 1
...

...
...

...
...

1 1 1 . . . 1


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となる．

(2) 1 ≤ k < nとして (W1, . . . ,Wk)の分散共分散行列Σk は

Σk =



n n− 1 n− 2 . . . n− k + 1

n− 1 n− 1 n− 2 . . . n− k + 1

n− 2 n− 2 n− 2 . . . n− k + 1
...

...
...

...
...

n− k + 1 n− k + 1 n− k + 1 . . . n− k + 1


である．この逆行列を求めるのに三角分解を用いるとよい．上三角部分がすべて 1

の k × k行列を

Uk =



1 1 1 . . . 1

0 1 1 . . . 1

0 0 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1


とおく．Dを k × k対角行列 diag(1, . . . , 1, n− k + 1)とすると容易に確認できる

ように

Σk = UkDUk
⊤

である．また Uk
−1 は対角要素が 1，その右上が −1で，残りの要素はすべて 0の

上三角行列である:

Uk
−1 =



1 −1 0 . . . 0 0

0 1 −1 . . . 0 0

0 0 1
. . . 0 0

...
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 . . . 1 −1

0 0 0 . . . 0 1


これを用いると

Σk
−1 = (Uk

−1)⊤D−1Uk
−1

と書ける．これは 3重対角行列となるが，要素は省略する．

(3) 上の結果と多変量正規分布の条件つき分布の結果から確認できる．ここでは以下
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のより簡便な議論を与える．問 3.16にある (3.19)式と (3.18)式の同値性を用いる

と，Wkを与えたときにWk+1とW1, . . . ,Wk−1が条件つき独立であることを示せば

よい．ところでWk を与えるとW1, . . . ,Wk−1の条件つき分布はXn−k+2, . . . , Xn

の分布によって定まるから，これらはWk = X1 + · · · +Xn−k+1 を与えたときの

Wk+1 =Wk −Xn−k+1 とは条件つき独立である．なお，以上の性質は「マルコフ

性」とよばれる．

(4)

Wk+1 − E [Wk+1 |Wk ] =Wk+1 −Wk
Cov[Wk,Wk+1 ]

Var[Wk ]
=Wk+1 −

n− k

n− k + 1
Wk

= (x1 + · · ·+ xn−k)−
n− k

n− k + 1
(x1 + · · ·+ xn−k + xn−k+1)

=
1

n− k + 1
((x1 + · · ·+ xn−k)− (n− k)xn−k+1)

から確認できる．

問 4.13 (1) 各 X̃i が x1 以外となる確率は 1 − 1/n である．独立性より X̃i,

i = 1, . . . , nがすべて x1 以外となる確率は (1− 1/n)n である．

(2) 上と同様に考えれば X̃i, i = 1, . . . , n がすべて x1, x2 以外となる確率は

(1− 2/n)n である．

(3) E [Ii ] = P (Ii = 1) = (1− 1/n)nであるから E [Sn ] = n(1− (1− 1/n)n)であ

る．また

Var[Sn ] = Var[n− Sn ] = nVar[I1 ] + n(n− 1)Cov[I1, I2 ]

であるが，Var[I1 ] = (1− 1/n)n(1− (1− 1/n)n)である．また

Cov[I1, I2 ] = E [I1I2 ]− E [I1 ]E [I2 ] = (1− 2/n)n − (1− 1/n)2n

である．これより

Var[Sn ] = n(1− 1/n)n(1− (1− 1/n)n) + n(n− 1)((1− 2/n)n − (1− 1/n)2n)

である．E [Sn/n] = E [Sn ] /n, Var[Sn/n] = Var[Sn ] /n
2 である．

(4) n→ ∞のとき，Cov[I1, I2 ] = E [I1I2 ]−E [I1 ]E [I2 ] → e−2 − e−2 = 0 に注

意すると，Var[Sn/n] → 0である．またE [Sn/n] = 1− (1− 1/n)n → 1− e−1で

ある．これよりチェビシェフの不等式から n→ ∞のとき Sn/nは 1− e−1 に確率

収束する．
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問 4.14 0と 1の間の一様分布について解答を示す．X(i) の分布はベータ分布で

あるから，その平均と分散は問 2.10より，a = i, b = n− i+ 1とおいて

E [X(i) ] =
i

n+ 1
, Var[X(i) ] =

i(n− i+ 1)

(n+ 1)2(n+ 2)

である．次に

f(x, y) =
n!

(i− 1)! (j − i− 1)! (n− j)!
xi−1(y − x)j−i−1(1− y)n−j

が同時密度関数になっていることから E [X(i)(X(j) −X(i))] = E [X(Y −X)] の

計算において i→ i+ 1, j → j + 2, n→ n+ 2 と調整すると

E [X(Y −X)] =
i(j − i)

(n+ 1)(n+ 2)

である．また問 2.10の解答例にあるように E [X2 ] = i(i+ 1)/((n+ 1)(n+ 2))よ

り E [XY ] = i(j + 1)/((n+ 1)(n+ 2))となり，共分散は

Cov[X,Y ] = E [XY ]− E [X ]E [Y ]

=
i(j + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
− ij

(n+ 1)2
=

i(n+ 1− j)

(n+ 1)2(n+ 2)

となる．

なお，X(i) とX(j) の同時分布は「ディリクレ分布」とよばれる分布であり，多

項分布の共役事前分布の形をしている．

第 5章

問 5.1 δが許容的とする．R(θ, δ̃ ) ≤ R(θ, δ),∀ θが成り立つとして，ある θ0につ

いてR(θ0, δ̃ ) < R(θ0, δ)であると，δ̃は δを優越し矛盾であるから，そのような θ0

は存在せず R(θ, δ̃ ) = R(θ, δ),∀ θである．
逆に R(θ, δ̃ ) ≤ R(θ, δ),∀ θ ⇒ R(θ, δ̃ ) = R(θ, δ),∀ θ ならば δを優越する δ̃は存

在しないから，δは許容的である．

問 5.2 δ が許容的とする．ある θ0 について R(θ0, δ) > R(θ0, δ̃ ) として，すべて

の θ1 について R(θ1, δ) ≥ R(θ1, δ̃ ) とすると δ̃ が δ を優越し，矛盾である．した

がって R(θ1, δ) < R(θ1, δ̃ ) となる θ1 が存在する．

問 5.3 U をデータと独立に成功確率 αのベルヌーイ試行を表す確率変数とすると

dα の損失は
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L(θ, dα(x)) = IU=1L(θ, d0(X)) + IU=0L(θ, d∗(X))

と書ける．両辺の期待値をとれば (5.11)式を得る．

問 5.4 図より点Mの座標を

α

(
0

1

)
+ (1− α)

(
1/2

1/3

)
=

(
c

c

)

と置くと c = (1 − α)
1

2
= α + (1 − α)

1

3
より α = 1/7, c = 3/7 を得る．ミニ

マックス決定方式は d0を確率 1/7，d∗を確率 6/7で用いる確率化決定方式である．

問 5.5 2つの決定関数 (確率化を含んでもよい) δ1, δ2 に対して問 5.3と同様に考

えると，データとは無関係に確率 αで δ1を選び確率 1−αで δ2を選ぶ (確率化)決

定関数 δα のリスク関数は

R(θ, δα) = αR(θ, δ1) + (1− α)R(θ, δ2)

である．従ってリスク集合は凸集合である．

問 5.6 問ではリスクを「表にせよ」とあるが，実際に作業してみると「式で」書

いたほうが簡潔となるので，以下ではシンボリックに表してみる．

i, j ∈ {1, 2, 3}として δ(0) = i, δ(1) = j である非確率化決定関数を δij と書く．

このように書けば，非確率化決定関数は 9 = 3× 3通りあることも明確になる．こ

こからは i = j のときは δiiと書くこととし，i, j, kの 3個の添え字はそれぞれ異な

るものとする．すなわち (i, j, k)は (1, 2, 3)を並べ替えたものである．

• まず 0-1損失で δii の場合，リスクは

R(pi, δii) = 0, R(pj , δii) = R(pk, δii) = 1

である．

• 次に 0-1損失で δij の場合は

R(pi, δij) = pi, R(pj , δij) = 1− pj , R(pk, δij) = 1

である．

• 次に 2乗損失で δii の場合，リスクは

R(pi, δii) = 0, R(pj , δii) = (pj − pi)
2, R(pk, δii) = (pk − pi)

2

である．
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• 次に 2乗損失で δij の場合は

R(pi, δij) = pi(pj − pi)
2,

R(pj , δij) = (1− pj)(pi − pj)
2,

R(pk, δij) = pk(pj − pk)
2 + (1− pk)(pi − pk)

2

である．

なお，以下で議論するように，2乗損失の場合には δ(x)の値は必ずしも p1, p2, p3

に一致しなくてもよい．δ(0), δ(1) ∈ [0, 1]とした一般の非確率化決定関数のリス

クは

R(pi, δ) = (1− pi)(δ(0)− pi)
2 + pi(δ(1)− pi)

2, i = 1, 2, 3 (1)

である．

ベイズ決定関数

さて 14章で論じているようにベイズ決定関数は各 xに対して事後リスクを最小

にする決定を選べばよいため，ベイズ決定関数は容易に求められる．そこでまずベ

イズ決定関数を議論する．

0-1損失の場合には，事後確率を最大とする piを選ぶのがベイズ決定関数である．

事前確率が (1/3, 1/3, 1/3)である場合，x = 0のときの p1, p2, p3 の事後確率はそ

れぞれ (1− p1), (1− p2), (1− p3)に比例したものとなる．この中で最大のものは

1− p1であるから δ(0) = 0である．同様に x = 1のときの p1, p2, p3の事後確率は

ぞれぞれ p1, p2, p3 に比例するから，δ(1) = p3 である．

次に 2乗損失を議論する．2乗損失の場合には δ(x)の値は必ずしも p1, p2, p3 に

ぴったり一致しなくても「近い値ならよい」と考えられるから，とりあえず決定空

間Dを [0, 1]とする．このとき，14章の議論により，事後の 2乗損失を最小にす

るには事後平均をとればよい．従って

δ(0) =
1

3∑
i=1

(1− pi)

3∑
i=1

pi(1− pi), δ(1) =
1

3∑
i=1

pi

3∑
i=1

pi
2

である．また決定空間Dを {p1, p2, p3}と限定するならば，それぞれ δ(x)に最も

近い値を選べばよい．
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ミニマックス決定関数

次にミニマックス決定関数について考える．考え方としては，14章で論じている

ようにベイズ決定関数の中で，リスクが定数となるようなものを探索するとよい．

事前確率を (π1, π2, π3)とする．事後確率は，x = 0のときにはそれぞれ

π1(1− p1) : π2(1− p2) : π3(1− p3) (2)

に比例し，x = 1のときには

π1p1 : π2p2 : π3p3 (3)

に比例する．p1 < p2 < p3 より
p1

1− p1
<

p2
1− p2

<
p3

1− p3
であるから，x = 0のときと比べて x = 1のときのほうが分布が右側にシフトする．

このことから δ(0) > δ(1)とするような，つまり観測値と逆向きに決定する非確率

的な決定関数は不合理であり，ベイズ決定関数にならないことが理解される．ただ

しそれだけではすぐにはミニマックス決定関数の候補はしぼれない．

ここでまず 0-1損失を検討する．0-1損失に対するミニマックス決定方式は，図

5.6と同様に確率化が必要となると予想される．一方でベイズ決定関数は (2)式及

び (3)式で最大のものを選ぶから，確率化が必要となるのは (2)式及び (3)式で比

が 1となるものが現れる場合である．この条件により π1, π2, π3 が等式で制約され

ることになる．

上の分布のシフトの議論を念頭において，まず次のような確率化決定関数を考え

よう．

δ(0)は p2 を確率 α，p1 を確率 1− αでとる．

δ(1)は p2 を確率 β，p3 を確率 1− β でとる．
(4)

δ(0)が p1 と p2 を確率化してとるのは，(2)式において

π1(1− p1) = π2(1− p2)

となっている場合であるから π1 と π2 の比が
π1
π2

=
1− p2
1− p1

と定まる．同様に δ(1)について考えると
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π3
π2

=
p2
p3

と定まる．また，(2)式及び (3)式は比の形であるから，π1, π2, π3 を正の定数倍し

ても，決定方式は変わらないことに注意すると，((1− p2)/(1− p1), 1, p2/p3)に比

例する (すなわち和が 1となるように基準化した)事前確率に対して，(4)式の δは

ベイズ決定関数であることがわかる．ここで (1− p2)/(1− p1), p2/p3 はいずれも

1より小であるから，事前確率としては π2 が π1, π2, π3 の中で一番大きくなって

いる．

さて (4)式の δのリスクを計算すると

R(p1, δ) = (1− p1)α+ p1

R(p2, δ) = (1− p2)(1− α) + p2(1− β)

R(p3, δ) = (1− p3) + p3β

であるから，これらが等しいとする線形連立方程式

R(p1, δ) = R(p3, δ), R(p1, δ) = R(p2, δ)

を解いてみる．

さて，この問題での数値では (p1, p2, p3) = (0.3, 0.4, 0.7)としており，1 = p1+p3

という関係が成り立っている．つまり p3 = 1− p1, 1− p3 = p1 である．この特殊

な場合には，R(p3, δ)は

R(p3, δ) = p1 + (1− p1)β

と置き換えられるが，これは R(p1, δ)で αに β を代入したものに等しい．そこで

R(p1, δ) = R(p3, δ)から α = β が従う．このとき R(p2, δ) = 1 − αとなるから，

R(p1, δ) = R(p2, δ) は

(1− p1)α+ p1 = 1− α

となり

α =
1− p1
2− p1

と解ける．0 < α < 1となるから，確率化が定まることとなる．
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以上より (p1, p2, p3) = (0.3, 0.4, 0.7)の場合には，(4)式において α = β = 7/17

とおいたものが，リスクが一定でかつ，事前分布

(π1, π2, π3) ∝ (6/7, 1, 4/7)

に対するベイズ決定関数なので，補題 14.5よりミニマックス決定関数である．14

章の用語を用いると，これが最も不利な分布である．

最後に 2乗損失で，かつ決定空間Dを [0, 1]とした場合について，ミニマックス

決定関数を求める．上と同様にリスクが一定のベイズ決定関数を求めればよいと思

われるが，実は以下で詳しく見るように，それではうまくいかないようである．

しかしベイズ決定関数の形を確認しておくことは有用である．与えられた事前分

布 πに対して，事後期待値を求めるとベイズ決定関数は

δπ(0) =

3∑
i=1

πi(1− pi)pi

3∑
i=1

πi(1− pi)

, δπ(1) =

3∑
i=1

πipi
2

3∑
i=1

πipi

で与えられる．以下記法の簡単のために

a = δπ(0), b = δπ(1)

とおく．π 7→ (a, b)の写像は R2 から R2 への写像であるから，特殊な点を除いて

は 1対 1になると考えられる．以下では πを動かすかわりに a, bを動かして，リス

クの最大値を考察しよう．

さて，2乗損失のもとでは確率化を考慮する必要はない．これは 2乗 (f(x) = x2)

が強凸であることから，もし確率化があったとしても，X = x (x = 0, 1) を観測し

たときに決定関数の条件つき期待値で置き換えればリスクが小さくなるからである．

そこで上と同様に決定関数を a = δ(0), b = δ(1) として考えればよい．与えられた

数値 (p1, p2, p3) = (0.3, 0.4, 0.7)では 0.3 ≤ a ≤ b ≤ 0.7となる範囲で探せばよい．

リスクはすでに (1)式で示したが，成功確率 pを連続的に考えるために

R(p, δ) = (1−p)(a−p)2+p(b−p)2 = (1+2a−2b)p2+(b2−a2−2a)p+a2 (5)

とおく．実際にリスクを評価する点は p = p1, p2, p3 である．ところで (5)式で

0 ≤ b− a ≤ 0.4を考慮すると p2の係数 (1− 2(b− a)) ≥ 0.2 > 0であるから，(5)

式は pの関数として下に凸である．下に凸な関数の区間での最大値は，区間の端の
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いずれかで達成されることに注意しよう．このことから「リスクが一定のベイズ決

定関数を求める」という方針ではうまくいかないことがわかる．いずれにしても，

以下では

max {R(p3, δ), R(p1, δ)}

= max {(1 + 2a− 2b)p1
2 + (b2 − a2 − 2a)p1 + a2,

(1 + 2a− 2b)p3
2 + (b2 − a2 − 2a)p3 + a2}

を考察することとなる．両端の値の差を見ると

R(p3, δ)−R(p1, δ) = (1 + 2a− 2b)(p3
2 − p1

2) + (b2 − a2 − 2a)(p3 − p1)

であるが，右辺を p3 − p1 > 0で割ると

(1 + 2a− 2b)(p3 + p1) + (b2 − a2 − 2a)

である．問題の数値では p1 + p3 = 1であるから，さらに差は

1+2a−2b+(b2−a2−2a) = b2−2b+1−a2 = (b−1)2−a2 = (b−1−a)(b−1+a)

となる．b− 1− a < b− 1 < 0であるから差の符号は a+ b− 1の符号で定まるこ

とがわかる．つまり

R(p3, δ) ≥ R(p1, δ) ⇐⇒ a+ b− 1 ≤ 0

ここでR(p3, δ) 6= R(p1, δ)であるならば，a, bを微妙に摂動すれば，より高い方を

少し低くできるはずであると考えられるから，最大値が最小になるのは a+ b = 1

となるときであることが了解される．そこで b = 1− aとおくとリスクの最大値は

(1 + 2a− 2(1− a))p1
2 + ((1− a)2 − a2 − 2a)p1 + a2

= (4a− 1)p1
2 + (1− 4a)p1 + a2

= (4a− 1)p1(p1 − 1) + a2

= (a+ 2p1(p1 − 1))2 − p1(p1 − 1)− 4p1
2(p1 − 1)2

となり，これを aについて最小化すれば，最小値を与える aは

a = 2p1(1− p1)

となる．p1 = 0.3 を代入すれば a = 0.42 を得る．b = 1 − a = 0.58 である．

0.3 < a < b < 0.7の範囲になったので，これでミニマックス決定方式が見つけら
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れた．またリスクの最大値の最小値は

0.3× 0.7− 4(0.3× 0.7)2 = 0.21(1− 0.84) = 0.0336

である．対応するベイズ決定関数の事前分布は，実は

π = (0.5, 0, 0.5)

であり，これが最も不利な分布である．

実際この πに対応するベイズ決定関数は

δπ(0) =

1

2
((1− p1)p1 + (1− p3)p3)

1

2
((1− p1) + (1− p3))

= 2× 0.3× 0.7 = 0.42,

δπ(1) =

1

2
(p1

2 + p3
2)

1

2
(p1 + p3)

= p1
2 + p3

2 = 0.09 + 0.49 = 0.58

となり，上で求めた (a, b)に一致する．π2 = 0となるから，最も不利な分布は確率

分布の集合の端点にある．

また 0-1損失と 2乗損失で，最も不利な分布が非常に異なる性質を示しているこ

とも興味深い．

問 5.7 µ̃の平均二乗誤差は 1/2である．以下 µ̂の平均二乗誤差を計算する．ϕ(x)

を N(0, 1)の密度関数とする．

R(µ̂, µ) =

∫ c

−c
(x1 − µ)2ϕ(x1 − µ) dx1 + P (|X1| ≥ c)E [(X2 − µ)2 ]

=

∫ c−µ

−c−µ
x1

2ϕ(x1) dx1 + P (|X1| ≥ c)

であるが，部分積分を用いると右辺第 1項は以下のように書き換えられる．∫ c−µ

−c−µ
x1

2ϕ(x1) dx1 =
[
−x1ϕ(x1)

]c−µ
−c−µ

+

∫ c−µ

−c−µ
ϕ(x1) dx1

= −(c− µ)ϕ(c− µ) + (−c− u)ϕ(−c− µ) +

∫ c

−c
ϕ(x1 − µ) dx1

= −(c− µ)ϕ(c− µ)− (c+ µ)ϕ(c+ µ) + P (|X1| < c)

これより
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R(µ̂, µ) = −(c− µ)ϕ(c− µ)− (c+ µ)ϕ(c+ µ) + 1

である．対称性から，与えられた cに対してリスクが最小となる µは µ = 0であ

り，そのときのリスクは

R(µ̂, 0) = −2cϕ(c) + 1

これを c > 0の範囲で最小化すると，cϕ(c)の cでの微分が (1− c2)ϕ(c)であるこ

とから c = 1でリスクが最小化される．そのリスクは

1− 2ϕ(1) = 1− 1√
2π

e−1/2 = 0.75803 > 0.5

これより µ̂のリスクは常に µ̃のリスクより大である．

第 6章

問 6.1 同時確率関数が

pn(1− p)

n∑
i=1

xi

と書けるから，分解定理より T =
n∑
i=1

Xi が十分統計量である．

問 6.2 同時密度関数
1

(2πσ2)n/2
exp

(
−

n∑
i=1

xi
2/2

)
は t =

n∑
i=1

xi
2与えると，半径

√
tの超球上一定である．このことから，条件つき分

布は半径
√
tの超球上の一様分布である．

問 6.3 Rn の点 (ベクトル) P = (X1 − X̄, . . . ,Xn − X̄) を考えると，これは

(X̄, . . . , X̄)と直交している．前問と同様に考えると，t2 =
n∑
i=1

(Xi − X̄)2 とおく

と，点 P は Rn の半径
√
t2 の超球のうち (X̄, . . . , X̄)と直交する集合 (次元が 1つ

下がった超球)上の一様分布に従うことが理解される．

問 6.4 同時密度関数が

fθ1,θ2(x) =
1

(θ2 − θ1)n
I[min

i
Xi≥θ1](x)I[max

i
Xi≤θ2](x)
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と書けることより，分解定理により T = (min
i
Xi,max

i
Xi)が (θ1, θ2)に関する 2

次元の十分統計量であることがわかる．

条件つき分布については，X1, . . . , Xnの中から最小値になるXiと最大値となる

Xj が無作為に選ばれ，その後残りのXk は独立に一様分布 U[min
i
Xi,max

i
Xi]に

従う．

問 6.5 2項分布については

f(x, p) =

(
n

x

)
exp

(
x log

p

1− p
+ n log(1− p)

)
と書けば指数型分布族の形となる．正規分布については基準化定数を指数の部分に

取り込み，
n∑
i=1

(xi − µ)2 =
n∑
i=1

xi
2 − 2nµx̄+ nµ2 と展開すれば

f(x, µ, σ2) = exp

(
nµ

σ2
x̄− 1

2σ2

n∑
i=1

xi
2 − nµ2

2σ2
− n

2
log(2πσ2)

)
と書けば指数型分布族の形となる．

問 6.6 これらの分布のそれぞれについて以下のように指数型分布族の形に書ける．

ただし負の 2項分布においては rは既知とする．

f(x, λ) =
λx

x!
exp(−λ) = 1

x!
exp(x log λ− λ)

f(x, p) =
Γ (r + x)

Γ (r)x!
(1− p)xpr =

Γ (r + x)

Γ (r)x!
exp(x log(1− p) + r log p)

f(x, ν, α) =
1

ανΓ (ν)
xν−1e−x/α = exp((ν − 1) log x− x/α− log(ανΓ (ν))

問 6.7 前問のように指数型分布族の形に書けば，完備性は容易に確認できる．

問 6.8 T が強い意味で最小十分とし，U = g(T )が十分とする．強い意味の最小十

分性から T = h(U)とも書けるから，gに逆関数が存在し gは 1対 1となる．従っ

て T は弱い意味でも最小十分である．

次に存在を仮定された強い意味での最小十分統計量を T とし，Sを弱い意味で最

小十分とする．S は十分であるから T = h(S)と書ける．しかしながら S は弱い意

味で最小十分であるからこの hは 1対 1でなければならない．従って T と S は 1

対 1対応し，このことから S も強い意味で最小十分であることがわかる．

問 6.9 容易に確かめられる．
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問 6.10 f(x) = h(g(x))と書けるとき g(x) = g(x′)ならば f(x) = f(x′)である

から g による特定の同値類は f のある同値類の部分集合となる．従って Pf は Pg

より粗い分割となる．

逆に Pf が Pg より粗い分割となるとき a = g(x) = g(x′)となる Pg の特定の同

値類は，ある bについて b = f(x) = f(x′)となる Pf の特定の同値類の部分集合と

なるから，このような a, bについて h(a) = bとする．これを g の値域のすべての

aについておこなえば f(x) = h(g(x))となる hが定まる．

問 6.11 この結果は，前問と強い最小十分統計量の定義から得られる．

問 6.12 同値関係であることは，与えられた条件から

h(x, x) = 1, h(x, x′) = 1/h(x′, x), h(x, x′′) = h(x, x′)h(x′, x′′)

となることからわかる．離散分布の場合に考えると，任意の特定の同値類の 2点で

の確率の比が h(x, x′)によって与えられ θには依存しないから，その同値類での条

件つき分布は θに依存しない．従ってこの同値関係によって導かれる分割は十分で

ある．また U(x)が十分で確率関数 (あるいは密度関数)が f(x, θ) = q(x)gθ(U(x))

と書けるときは h(x, x′) = q(x′)/q(x)とおけばよい．

問 6.13 問 6.4と同様に

fa,b(x) =
1

(b− a)n
I[min

i
Xi≥a](x)I[max

i
Xi≤b](x)

であるから，h ≡ 1とすればよい．

問 6.14 (4.52)式より (t1, t2) = (min
i
Xi,max

i
Xi)の同時密度関数は

f(t1, t2) =
n(n− 1)

(θ2 − θ1)n
(t2 − t1)

n−2I[θ1≤t1≤t2≤θ2](t1, t2)

である．測度論的な議論を避けるた g(t1, t2)を連続関数として∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(t1, t2)f(t1, t2) dt1dt2

=
n(n− 1)

(θ2 − θ1)n

∫
θ1≤t1≤t2≤θ2

g(t1, t2)(t2 − t1)
n−2 dt1dt2

= 0, ∀ (θ1, θ2) (θ1 < θ2)

と仮定する．n(n− 1)/(θ2 − θ1)
n の部分を外して考えると



第 6章 27∫
θ1≤t1≤t2≤θ2

g(t1, t2)(t2 − t1)
n−2 dt1dt2 = 0, ∀ (θ1, θ2) (θ1 < θ2)

であるが，∆t2 を小として積分領域を図示してみるとわかるように∫
θ1≤t1≤t2≤θ2+∆θ2

g(t1, t2)(t2 − t1)
n−2 dt1dt2

−
∫
θ1≤t1≤t2≤θ2

g(t1, t2)(t2 − t1)
n−2 dt1dt2

= ∆θ2 ×
∫ θ2

θ1

g(t1, θ2)(θ2 − t1)
n−2 dt1 + o(∆θ2)

である．従って

0 =
∂

∂θ2

∫
θ1≤t1≤t2≤θ2

g(t1, t2)(t2 − t1)
n−2 dt1dt2

=

∫ θ2

θ1

g(t1, θ2)(θ2 − t1)
n−2 dt1, ∀ (θ1, θ2) (θ1 < θ2)

が成り立つ． これを θ1 で微分することにより

0 = g(θ1, θ2)(θ2 − θ1)
n−2, ∀ (θ1, θ2) (θ1 < θ2)

であり g ≡ 0を得る．これより (min
i
Xi,max

i
Xi)の完備性が示された．

なお，測度論的な議論を用いることにより，gは任意の可測関数でもよいことが

わかる．

問 6.15

f(x, ψ)

f(x′, ψ)
=

h(x)

h(x′)
exp

(
k∑
j=1

(Tj(x)− Tj(x
′))ψj

)
が ψに依存しないための必要十分条件は Tj(x) = Tj(x

′), j = 1, . . . , kであるから，

(T1(x), . . . , Tk(x))が最小十分統計量であることがわかる．

問 6.16 同時密度関数は

f(x, α, θ) =
1

αn
I[min

i
xi≥θ](x)e

−
n∑
i=1

xi/α+ nθ/α

である．これより (min
i
Xi,

n∑
i=1

Xi)が 2次元の十分統計量である．あるいはこれと

1対 1変換の (T1, T2) = (min
j
Xj ,

n∑
i=1

(Xi −min
j
Xj)) を以下では用いる．
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完備性も次のように示される．実は指数分布の性質より T1 = min
j
Xj は左端が θ

で尺度母数が α/nの指数分布

f(t1) =
n

α
e−n(t1−θ)/α, t1 ≥ θ

n∑
i=1

(Xi−min
j
Xj)は左端が 0で尺度母数が αの n− 1個の指数分布の畳み込み，す

なわちガンマ分布Ga(n− 1, α)

f(t2) =
1

αn−1Γ (n− 1)
t2
n−2e−t2/α

に従い，かつ T1と T2は互いに独立であることが示される．従って，基準化定数を

無視して∫ ∞

θ

∫ ∞

0

g(t1, t2)e
−n(t1−θ)/αt2

n−2e−t2/α dt2dt1 = 0, ∀ (θ, α)

の条件を考察すればよい．g が連続関数の場合に示せばよい．これを θ で微分す

れば ∫ ∞

0

g(θ, t2)t2
n−2e−t2/α dt2 = 0, ∀ (θ, α)

を得る．t2 については指数型分布族の形をしているので，g ≡ 0となり，完備性が

示される．

第 7章

問 7.1 ガンマ分布Ga(ν, 1)について

E [X ] =
Γ (ν + 1)

Γ (ν)
= ν, E [X2 ] =

Γ (ν + 2)

Γ (ν)
= ν(ν + 1),

Var[X ] = ν(ν + 1)− ν2 = ν

である．これよりガンマ分布Ga(ν, α)の期待値は αν, 分散は α2ν である．自由度

kのカイ二乗分布はGa(ν/2, 2)であるから，分散は 2kであることがわかる．

これにより (n− 1)s2/σ2 の分散は 2(n− 1)であり，s2 の分散は

2(n− 1)
σ4

(n− 1)2
=

2σ4

n− 1

と確かめられる．



第 7章 29

問 7.2 確率関数 f(x) =
λx

x!
e−λ から，n = 1として，対数尤度関数は

ℓ(λ) = x log λ− λ− log(x!)

でこれを 2回微分すると

ℓ′′(λ) = − x

λ2

よりフィッシャー情報量は I(λ) = E [−ℓ′′(λ)] = E [X ] /λ2 = 1/λである．一方

λ̂ = X̄ の分散は λ/n = 1/(nI(λ))であるから，クラメル・ラオの不等式により X̄

は λの UMVUであることがわかる．

問 7.3 (7.27)式にあるように σ2 のフィッシャー情報量は 1/(2σ4)である．一方
n∑
i=1

(Xi − µ)2/nは σ2の不偏推定量で，その分散は問 7.1にあるように 2σ4/nであ

る．従ってクラメル・ラオの不等式により UMVUであることが確認される．

問 7.4 θ = 1の場合で考えると

E [T ] =

∫ 1

0

tntn−1 dt = n

[
tn+1

n+ 1

]1
0

=
n

n+ 1
,

E [T 2 ] =
n

n+ 2
,

Var[T ] =
n

n+ 2
− n2

(n+ 1)2
=

n

(n+ 1)2(n+ 2)

となる．これより (n+ 1)T/nが θの不偏推定量であることがわかる．その分散は

θ2
(n+ 1)2

n2
n

(n+ 1)2(n+ 2)
=

θ2

n(n+ 2)

と確かめられる．

問 7.5 平方根 f(x) =
√
xは厳密に上に凸であるから，ジェンセンの不等式より

E [s] = E
[√

s2
]
<
√
E [s2 ] =

√
σ2 = σ

である．

問 7.6 X ∼ Ga(ν, α)のとき，Xa の期待値 (ただし aは整数とは限らない)は

E [Xa ] =

∫ ∞

0

xa
xν−1

ανΓ (ν)
e−x/α dx = αa

Γ (ν + a)

Γ (ν)
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である．ν = (n− 1)/2, α = 2の場合に応用すると s
√
n− 1Γ ((n− 1)/2)/[

√
2Γ (n/2)]

が σの不偏推定量であることが容易にわかる．またこの推定量は完備十分統計量の

関数であるから UMVUでもある．

問 7.7 x̄と s2 は独立であるから，特にそれらの動く範囲も直積 (互いに制約がな

い)である．従って X̄ が 0に近く，かつ s2が大きく，(7.38)式の µ̂2が負となる確

率も正である．

問 7.8 対偶を示す．P (X < 0) = 0すなわちX が非負の確率変数ならば，T で条

件つけてもX < 0となる条件つき確率はやはり 0である．

問 7.9 幾何分布は負の 2項分布の特殊ケースであるから，(2.62)式 (問 2.8も参

照) より平均及び分散は (1 − p)/p, (1 − p)/p2 である．対数尤度関数は ℓ(p) =

x log(1− p) + log pで，これを pで 2回微分すると

−ℓ′′(p) = x

(1− p)2
+

1

p2

であり，この期待値をとることによりフィッシャー情報量は

I(p) =
1− p

p

1

(1− p)2
+

1

p2
=

1

p2(1− p)

と求まる．

問 7.10 1から nまでの番号のついた区別できる箱の中に，区別のつかない y 個

の玉を入れ，xi を箱 iに入った玉の数とすれば y = x1 + · · ·+ xn となる．玉の入

れ方とこのような表し方は 1対 1に対応している．箱 iにXi 個の玉を入れること

を，箱 iを xi回選ぶことと考えると，表し方の総数は「n個の箱を重複を許して合

計 y回選ぶ選び方の総数」すなわち「重複組合せ」となり，
(
n+ y − 1

y

)
である．

問 7.11 幾何分布は r = 1の場合の負の 2項分布である．(3.51)式あるいは問 3.8

にあるように，負の 2項分布は畳み込みについて閉じているので，成功確率が pの

幾何分布を n回畳み込んだものは負の 2項分布 NB(n, p)である．

問 7.12 X1, . . . , Xn の同時確率は

n∏
i=1

p(1− p)xi = pn(1− p)

n∑
i=1

xi
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であるから Y =
n∑
i=1

Xi が十分統計量である．完備性は問 6.7 で示されている．

Y = yを与えたときのX1, . . . , Xnの条件つき分布は，同時確率を Y の確率関数で

割って求められるので

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn | Y = y) = 1
/(n+ y − 1

y

)
で与えられる．

問 7.13 (
n+ y − 1

y

)
pn(1− p)y

を最大化する pは 2項分布の場合と同様に求められるから最尤推定量は p̂ = n/(n+y)

である．(7.62)式は次のように示される．
∞∑
y=0

1

(n+ y − 1)(n+ y − 2) . . . (n+ y − k)

(
n+ y − 1

y

)
pn(1− p)y

=
∞∑
y=0

1

(n+ y − 1)(n+ y − 2) . . . (n+ y − k)

(n+ y − 1)!

y! (n− 1)!
pn(1− p)y

=
pk

(n− 1)(n− 2) . . . (n− k)

∞∑
y=0

(n− k + y − 1)!

y! (n− k − 1)!
pn−k(1− p)y

=
pk

(n− 1)(n− 2) . . . (n− k)

問 7.14 Y を与えたもとで P (X1 = 0 |Y = y)の条件つき確率を求めればよい．

問 7.10の設定で，箱 1に玉がはいらない場合の数は nを n− 1で置き換えればよ

いから
(
n+ y − 2

y

)
である．そこで

P (X1 = 0 |Y = y) =

(
n+ y − 2

y

)
(
n+ y − 1

y

) =
n− 1

n+ y − 1

となり一致する．

問 7.15 容易に確かめられる．

問 7.16 Y =
n∑
i=1

Xi は Po(nλ)に従うから
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e−2λ =
∞∑
y=0

δ(y)
(nλ)y

y!
e−nλ

あるいは

e(n−2)λ =
∞∑
y=0

δ(y)
(nλ)y

y!

を考察する．e(n−2)λ =
∞∑
y=0

((n− 2)λ)y/y! と λの級数として一致するから

δ(y) =
( n− 2

n

)y
を得る．

問 7.17 (∂/∂b)(b⊤Ab) = 2Ab，すわなち 2次形式 b⊤Abを bの各要素で偏微分し

て列ベクトルは 2Abとなること，及び関数の比の微分の公式から

0 =
∂

∂b

(a⊤J(θ)b)2

b⊤I(θ)b
=

2

(b⊤I(θ)b)2
((b⊤I(θ)b)J(θ)⊤a− (a⊤J(θ)b)I(θ)b)

を解くと，b⊤I(θ)b及び a⊤J(θ)bはスカラーだから b ∝ I(θ)−1J(θ)⊤aを得る．

なお，この問題では (a⊤J(θ)b)2/b⊤I(θ)bは bのスケール倍に依存しないから，

分母を 1に制約して，ラグランジュ乗数法を用い

(a⊤J(θ)b)2 − λ(b⊤I(θ)b− 1)

を最大化するのが通常である．

問 7.18 略．13章の (13.60)式の導出と同様に議論すればよい．

問 7.19 p3 が既知かどうかの違いを見るため，以下では p2 = 1− p1 − p3 として

考える．多項係数の部分を省略して，対数尤度は

ℓ(p1, p3) = X1 log p1 +X2 log(1− p1 − p3) +X3 log p3

である．この 2階微分の符号を変えたものは，それぞれ

− ∂2

∂p1
2 ℓ =

X1

p12
+

X2

(1− p1 − p3)2
,

− ∂2

∂p3
2 ℓ =

X3

p32
+

X2

(1− p1 − p3)2
,

− ∂2

∂p1∂p3
ℓ =

X2

(1− p1 − p3)2
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となり，これらの期待値をとればフィッシャー情報行列は

I(θ) =


1

p1
+

1

1− p1 − p3

1

1− p1 − p3

1

1− p1 − p3

1

p3
+

1

1− p1 − p3



=


1

p1
+

1

p2

1

p2

1

p2

1

p3
+

1

p2


となる．行列式は

det I(θ) =

(
1

p1
+

1

p2

)(
1

p3
+

1

p2

)
− 1

p22
=

1

p1p2p3
(p1+p2+p3) =

1

p1p2p3
となり，逆行列は

I(θ)−1 =

(
p1(p2 + p3) −p1p3

−p1p3 p3(p1 + p2)

)
=

(
p1(1− p1) −p1p3
−p1p3 p3(1− p3)

)
である．p3が未知の場合は最尤推定量は p̂1 = X1/nであり，その分散が p1(1−p1)/n
であるからこれは I(θ)−1 の (1, 1)要素に対応している．

一方で p3 が既知ならば，最尤推定量の分散は近似的に
1

n

1
1
p1

+ 1
p2

=
1

n

p1p2
1− p3

となる．なお p3 が既知の場合の p1 の最尤推定量 p̃1 は対数尤度を p1 で微分して 0

とおくことにより

0 =
X1

p1
− X2

1− p1 − p3
から

p̃1 = (1− p3)
X1

X1 +X2

と求められる．デルタ法により p̃1の分散が上の近似値であることが確かめられる．

漸近分散の n倍の差を見ると

p1(1− p1)−
p1p2
p1 + p2

=
p1

1− p3
((1− p1)(1− p3)− (1− p1 − p3))

=
p1

2p3
1− p3

> 0

である．
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問 7.20

Var[µ̂2 ] = Var[X̄2 ] = E [X̄4 ]− E [X̄2 ]
2

を求めればよい．X ∼ N(µ, σ2)とするとX = µ+ σZ, Z ∼ N(0, 1)と表されるか

ら，E [Z4 ] = 3を用いると

E [X2 ] = µ2 + σ2, E [X4 ] = µ4 + 6µ2σ2 + 3σ4

より

Var[X2 ] = µ4 + 6µ2σ2 + 3σ4 − (µ2 + σ2)2 = 4µ2σ2 + 2σ4

である．問題の設定では X̄ ∼ N(µ, 1/n)より

Var[X̄2 ] =
4µ2

n
+

2

n2

となり (7.98)式が得られる．

次に τ = µ2 とおくと，µ =
√
τ であり
dµ

dτ
=

1

2
√
τ

=
1

2µ

であり，また I(µ) = 1より母数の変換にともなうフィッシャー情報量の変化の議

論より

I(τ) =

(
1

2µ

)2

=
1

4τ

となり (7.99)式が得られる．

(7.100)式，(7.101)式は容易に確かめられる．

問 7.21 確率母関数G(s) = eλ(s−1)よりE [X(X − 1)] = G′′(1) = λ2となるので

X(X − 1)は λ2 の不偏推定量である．同様に E [X(X − 1) . . . (X − k + 1)] = λk

である．X,X(X − 1), X(X − 1)(X − 2), . . . とX,X2, X3, . . . の関係は線形であ

るから，これらからポアソン分布の任意のモーメントが計算できる．例えば

Var[X(X − 1)] = 4λ3 + 2λ2

となることが示される．一方，尤度関数 L = (λx/x!)e−λ を λで微分すると

L′ =
( x
λ

− 1
)
L, L′′ =

(( x
λ

− 1
)2

− x

λ

)
L

よりバッタチャリアの不等式の右辺が計算できる．ただし，この右辺の計算はやや

面倒なため，以下のような簡便な議論を示す．
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3.3 節の確率変数の間の回帰分析の考え方を用いると，X(X − 1) を L′/L 及

び L′′/L の線形結合で予測したときに，予測誤差の二乗の期待値の最小値は

σY Y − σXY
⊤ΣXX

−1σXY で与えられる．バッタチャリアの不等式も σY Y ≥
σXY

⊤ΣXX
−1σXY の形で与えられている．従ってバッタチャリアの不等式が等式

で成り立つことを示すには，X(X − 1)が定数，L′/L, L′′/Lの線形結合で表され

ることを示せばよい．実際

X(X − 1) = λ2
(( x

λ
− 1
)2

− x

λ2

)
+ 2λ2

( x
λ

− 1
)
+ λ2

となることから，バッタチャリヤの不等式によりX(X − 1)が λ2 の UMVUであ

ることが示される．

問 7.22 問 6.14より (min
i
Xi,max

i
Xi)は完備十分統計量であるから，これらの関

数で不偏推定量を求めればよい．U[0, 1]からの標本の最大値の期待値が n/(n+ 1)

であったことから，位置尺度変換すれば

E
[
max
i
Xi

]
= θ1 +

n

n+ 1
(θ2 − θ1) =

1

n+ 1
θ1 +

n

n+ 1
θ2

である．左右を反転して考えれば

E
[
min
i
Xi

]
= θ2 −

n

n+ 1
(θ2 − θ1) =

n

n+ 1
θ1 +

1

n+ 1
θ2

である．これから線形連立方程式を解けば，θ1, θ2 の UMVUは

θ̂1 =
nmin

i
Xi −max

i
Xi

n− 1
, θ̂2 =

nmax
i
Xi −min

i
Xi

n− 1

である．

問 7.23 問 2.11より確率関数は p(x) = θx/ (x(− log(1− θ)))で，単一の観測値

の対数尤度は ℓ(θ) = x log θ − log(− log(1− θ))− log xである．

ℓ′(θ) =
x

θ
− 1

(− log(1− θ))(1− θ)

で問 2.11の分散の計算より

I(θ) =
Var[X ]

θ2
=

1

(− log(1− θ))2θ(1− θ2)
(− log(1− θ)− θ)

X1, . . . , Xn の同時確率関数は



36 章末問題解答例

1
n∏
i=1

xi

1

(− log(1− θ))n
θ

n∑
i=1

xi

で対数尤度関数は

ℓ(θ) =
n∑
i=1

xi log θ − n log(− log(1− θ))−
n∑
i=1

log xi

で，これを微分して 0とおくと尤度方程式は

x̄ = Eθ[X ] =
1

− log(1− θ)

θ

1− θ

を得る．尤度方程式は明示的には解けないが，増減表を作ることにより，右辺は 1

から∞まで増加する関数であることがわかるから最尤推定値 θ̂ は一意に定まる．

最尤推定量の漸近分布は理論通り
√
n(θ̂ − θ)

d→ N(0, 1/I(θ)) である．

問 7.24 X1, . . . , Xn を対数正規分布からの無作為標本とする．Yi = logXi は正

規分布 N(µ, σ2)に従う．対数正規分布の密度関数からも求められるが，Yi に変換

してしまえば正規分布の十分統計量 (T1, T2) = (Ȳ ,
n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2)に基づいて推定

をおこなえばよい．正規分布の中央値は µであるから，対数正規分布の中央値は

eµ である．最尤推定量はパラメータの変換について不変であるから，eµ の最尤推

定量 eȲ である．

eµ の不偏推定については次のように議論する．(T1, T2)は完備十分統計量だか

ら，これらに基づく不偏推定量を見つければそれが UMVUである．まず，正規分

布の積率母関数から

E
[
eȲ
]
= eµ+σ

2/(2n)

となることがわかる．eσ
2/(2n) の部分がバイアスとなっているから，ここをキャン

セルするように修正したい．そのために T2 を用いる．T1 と T2 が独立であること

から T2の関数で，その期待値が e−σ
2/(2n) となるものを求め，それを eȲ にかけれ

ばよい．そのような関数がすぐには見つからないので，級数展開を利用しよう．

e−σ
2/(2n) =

∞∑
k=0

1

k!

(
− 1

2n

)k
σ2k

より σ2k の不偏推定量を求めればよい．ここで

E
[
T2
k
]
= σ2k(n− 1)(n+ 1)(n+ 3) · · · (n+ 2k − 3)
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であるから cn,k = (n− 1)(n+1)(n+3) · · · (n+2k− 3)とおけば T2
k/cn,k が σ2k

の不偏推定量となる．これより

̂e−σ2/(2n) =
∞∑
k=0

1

k! cn,k

(
− 1

2n

)k
T2
k

が e−σ
2/(2n)の不偏推定量である．eµのUMVUはこれに eȲ をかけたものである．

第 8章

問 8.1 cを増加させると棄却域が小さくなるから α(c, r)は cの減少関数である．

また rを増加させると δc,r も (尤度比が cとなる点で)増加するから αは rの増加

関数である．c = ∞, r = 0とすると常に受容で α(∞, 0) = 0，また c = 0, r = 1と

すると常に棄却となり α(0, 1) = 1より，最小値は 0最大値は 1である．

問 8.2 ネイマン・ピアソンの補題の証明の不等式において等式が成り立つために

は δc,r(x) = 1のときに δ(x) = 1も成り立たなければならず，δc,r(x) = 0のとき

に δ(x) = 0も成り立たなければならないことから (8.23)式が成り立つ．

問 8.3 a = p1(1− p0)/(p0(1− p1)) > 1, b = c(1− p0)
n/(1− p1)

nとおくと左辺

は ax > bと表せるから，対数をとって x > log b/ log aを得る．右辺が整数でない

ときは整数に切り下げてもよい．

問 8.4 f(x)をX の密度関数とすれば補題 8.4は

E [g(T (X))]E [h(T (X)] ≤ E [g(T (X))h(T (X))]

を主張している．T の密度関数を fT (t)とすれば不等式は∫ ∞

−∞
g(t)fT (t) dt

∫ ∞

−∞
h(t)fT (t) dt ≤

∫ ∞

−∞
g(t)h(t)fT (t) dt

となり，T (x) = xの場合に帰着する．

問 8.5 ネイマン・ピアソンの補題を用いる．一様最強力検定は

X1
2 + · · ·+Xn

2 > χ2
n(α) ⇒ reject

で与えられる．

問 8.6 ネイマン・ピアソンの補題を用いる．一様最強力検定は

X1 + · · ·+Xn > cα ⇒ reject
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で与えられる．ただし cα はパラメータ nのポアソン分布 Po(n)の上側 α点であ

る．離散分布なので水準が αに一致しないときは確率化をおこなう．

問 8.7 ネイマン・ピアソンの補題を用いる．一様最強力検定は

X1 + · · ·+Xn > cα ⇒ reject

で与えられる．ただし cαは負の 2項分布NB(nr, p0)の上側 α点である．離散分布

なので水準が αに一致しないときは確率化をおこなう．

問 8.8 (8.54)と同値の (8.55)式が点 P と点Qで等式となればよい．このとき

c̃1 − cc̃2 = e−cµ

c̃1 + cc̃2 = ecµ

となり，これを解くと c̃1 = (ecµ + e−cµ)/2, c̃2 = (ecµ − e−cµ)/(2c)を得る．

問 8.9 以下の例にあるように，(8.60)式を書き下すと ra, rb を未知数とする 2元

の連立線形方程式が得られるので，それを解けば ra, rb が定まる．0 ≤ ra, rb ≤ 1

となる解が得られるように a, bはいくつか試す必要がある．両端の確率が α/2に近

い (a, b)の組を試せばよい．

2項分布の確率関数を

f(x, p) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x

とする．これを pで微分すると

f ′(x, p) =

(
n

x

)(
x

p
− n− x

1− p

)
px(1− p)n−x =

x− np

p(1− p)
f(x, p)

である．(8.60)式は

α =
a−1∑
x=0

f(x, p0) + raf(a, p0) + rbf(b, p0) +
n∑

x=b+1

f(x, p0)

0 =
a−1∑
x=0

f ′(x, p0) + raf
′(a, p0) + rbf

′(b, p0) +
n∑

x=b+1

f ′(x, p0)

であるから，これを解くと

(
ra

rb

)
=

(
f(a, p0) f(b, p0)

f ′(a, p0) f ′(b, p0)

)−1

α−
a−1∑
x=0

f(x, p0)−
n∑

x=b+1

f(x, p0)

−
a−1∑
x=0

f ′(x, p0)−
n∑

x=b+1

f ′(x, p0)


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(a, b) = (0, 3)として解くと (ra, rb) = (0.302, 0.283)を得る．

問 8.10 前問と同様に解く．確率関数を f(x, λ) = (λx/x!)e−λ とし，その λでの

微分を

f ′(x, λ) =
( x
λ

− 1
)
f(x, λ)

とおく．(ra, rb)の式は前問の解で n = ∞と置いたもので与えられる．(a, b)とし

て (2, 9)を選ぶと (ra, rb) = (0.210, 0.277)を得る．

問 8.11 問 2.6と同様の人工的な例であるがX をベルヌーイ変数として帰無仮説

をH0 : p = 1/2とし，T (X) = X ≥ 1 (すなわちX = 1)のときに帰無仮説を棄却

することとする．この検定のサイズは α = 1/2であり，これを有意水準とする．X ′

をX と独立なベルヌーイ変数とし，P1/2(X
′ > x |X = x)を考えると，この確率

は x = 0のとき 1/2，x = 1のとき 0となるので P1/2(X
′ > x |X = x) ≤ α = 1/2

を基準とすると x = 0, 1のいずれでも棄却，つまり常に棄却となりサイズは 1とな

る．つまり有意水準 α = 1/2ではない．

問 8.12 棄却域は
√
n
X̄ − µ0

σ
≥ zα

で表される．X̄ ∼ N(µ1, σ
2)のときのこの確率が 1− βより大きくなればよい．不

等式を以下のように書き換える．
√
n
X̄ − µ1

σ
≥ zα +

√
n
µ0 − µ1

σ

H1 の下で左辺が標準正規分布に従うことを用いれば，この確率が 1− β より大き

いことは

zα +
√
n
µ0 − µ1

σ
< z1−β = −zβ

と同値である．不等式を変形すれば
σ(zα + zβ)

µ1 − µ0
<

√
n

であり，これを 2乗すれば解を得る．

問 8.13 棄却域は
X − np0√
np0(1− p0)

> zα
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である．不等式を変形して

X − np1 > zα
√
np0(1− p0) + n(p0 − p1)

さらに

X − np1√
np1(1− p1)

>
zα
√
np0(1− p0)− n(p1 − p0)√

np1(1− p1)

=
zα
√
p0(1− p0)−

√
n(p1 − p0)√

p1(1− p1)

となるから，右辺が−zβ 以下であればよい．

zα
√
p0(1− p0)−

√
n(p1 − p0)√

p1(1− p1)
< −zβ

より

√
n >

zα
√
p0(1− p0) + zβ

√
p1(1− p1)

p1 − p0
を得る．

問 8.14 F が密度関数 f(x) = F ′(x)を持つ場合に示す．X < cを棄却域とする

とき F (c)は第 1種の過誤の確率である．また G(c)は H1 のもとでの検出力とな

る．従って (F (c), G(c))は ROC曲線の点である．u = F (c)とおいて cを動かせ

ば uは 0から 1の間を動くから ROC曲線は G(F−1(u)), u ∈ (0, 1),と表される．

AUCは面積
∫ 1

0

G(F−1(u)) duであるが，x = F−1(u)と変数変換すると∫ 1

0

G(F−1(u)) du =

∫ ∞

−∞
G(x)f(x) dx = EX[G(X)]

= EX[P (Y < X |X)] = P (Y < X)

である．

問 8.15 補題 8.4で g, hの符号を変えると，f, gで共に単調減少でも補題 8.4の不

等式が成り立っている．ここで T (x) = x, g(x) = I(−∞,c](x), h(x) = g(x)/f(x)

とおくと∫ ∞

−∞
I(−∞,c]f(x) dx

∫ ∞

−∞

g(x)

f(x)
f(x) dx ≤

∫ ∞

−∞
I(−∞,c](x)

g(x)

f(x)
f(x) dx
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であるが，
∫ ∞

−∞

g(x)

f(x)
f(x) dx =

∫ ∞

−∞
g(x) dx = 1 より，任意の cに対して F (c) ≤

G(c)を得る．

凸性は

G(F−1(u))′ =
g(F−1(u))

f(F−1(u))

が単調減少であることからわかる．

問 8.16 前半はX ∼ N(µ0, σ
2), Y ∼ N(µ1, σ

2)，X,Y は独立として P (X > Y )

を求めればよい．X − Y ∼ N(µ0 − µ1, 2σ
2) より

P (X − Y > 0) = Φ((µ0 − µ1)/
√
2σ2)

である．

後半はX1
2+ · · ·+Xn

2の分布，すなわち自由度 nのカイ二乗分布の定数倍を考え

る．U, V を互いに独立な自由度 nのカイ二乗分布に従う確率変数としてX = Uσ0
2,

Y = V σ1
2 とすると P (X > Y ) = P (X/Y > 1) = P (U/V > σ1

2/σ0
2)が AUC

となる．U/V は自由度 (n, n)の F 分布に従うから F 分布の分布関数を計算すれば

よい．

問 8.17 p̂ = x/nとし

L =

(
n

x

)
p̂x(1− p̂)n−x(

n

x

)
p0
x(1− p0)

n−x
, 2 logL = −2x log

p0
p̂

− 2(n− x) log
1− p0
1− p̂

として p̂の周りで 2次項までテーラー展開する．

−2x log
p0
p̂

= −2x log

(
1− p̂− p0

p̂

)

= −2np̂

(
− p̂− p0

p̂
− 1

2

(
− p̂− p0

p̂

)2)
+ op(1)

= 2n(p̂− p0) + np̂

(
p̂− p0
p̂

)2
+ op(1)

−2(n− x) log
1− p0
1− p̂

= −2n(1− p̂) log

(
1 +

p̂− p0
1− p̂

)
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= −2n(1− p̂)

(
p̂− p0
1− p̂

− 1

2

(
p̂− p0
1− p̂

)2)
+ op(1)

これらを加えると最右辺第 1項はキャンセルして

2 logL = n
(p̂− p0)

2

p̂
+ n

(p̂− p0)
2

1− p̂
=

n(p̂− p0)
2

p̂(1− p̂)
+ o(1)

となる．これを自由度 1のカイ二乗分布の上側 α点と比較する．帰無仮説のもとで

分母の p̂は p0 に確率収束するから，(8.62)式と同値である．

第 9章

問 9.1 任意の θ0 について

Pθ0(X ∈ A(θ0)) = Pθ0(θ0 ∈ S(X)) ≥ 1− α

より (9.8)式が成り立ち，A(θ0)は有意水準 αの受容域である．

問 9.2 (µ,X)平面において (9.11)式及び (912)式は原点を通る傾き 1の直線に平

行な 2直線で囲まれる領域となっている．(9.11)式はその領域を縦 (X 軸に平行)

に切った断面であり，(9.12)式は横 (µ軸に平行)に切った断面である．

問 9.3 S(X)が一様最強力不偏信頼域とし，S から導かれる受容域を A(θ)とす

る．S̃(X)及び Ã(θ)を任意の他の不偏信頼域及び対応する受容域とする．このと

き，θ0 を帰無仮説のもとでの値，θ 6= θ0 を対立仮説のもとでの値とすると

Pθ(X ∈ A(θ0)) = Pθ(θ0 ∈ S(X)) ≤ Pθ(θ0 ∈ S̃(X)) = Pθ(X ∈ Ã(θ0))

であるからA(θ0)を受容域とする検定の検出力のほうが Ã(θ0)を受容域とする検定

の検出力より大きい．このことから補題 8.2の後半が示される．

問 9.4 ポアソン分布の確率関数 p(x, λ) = (λx/x!)e−λ より，対数尤度は x!を無

視して ℓ = −λ+ x log λである．対数尤度の 2階微分の符号を変えたものは

−ℓ′′ = x

λ2

であり，この期待値をとるとフィッシャー情報量は I(λ) = 1/λとなる．最尤推定

量は標本平均 λ̂ = X̄ である．9.5節の議論より，近似的な信頼区間は

λ̂± zα/2

√
λ̂

n
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で与えられる．

問 9.5 前問と同様に考えると，確率関数を f(x, p) = p(1− p)x, x = 0, 1, . . . と

して対数尤度の 2階微分の符号を変えたものは

−ℓ′′ = x

(1− p)2
+

1

p2

となり，この期待値をとるとフィッシャー情報量は

I(p) =
1

p2(1− p)

である．最尤推定量は

p̂ =
1

1 + X̄

である．近似的な信頼区間は

p̂± zα/2

√
p̂2(1− p̂)

n

で与えられる．

問 9.6 p = 2のときは

P (A1 ∪A2) = P (A1) + P (A2)− P (A1 ∩A2) ≤ P (A1) + P (A2)

である．p ≥ 3については帰納法を用いて

P ((A1 ∪ · · · ∪Ap−1) ∪Ap) ≤ P (A1 ∪ · · · ∪Ap−1) + P (Ap)

≤ P (A1) + · · ·+ P (Ap−1) + P (Ap)

のように議論すればよい．(9.32)式は 1− P (A1 ∪ · · · ∪Ap) = P (A1
c ∪ · · · ∪Apc)

より明らかである．

問 9.7 ［第 2刷までの注：問題文の α = 0.95は誤りで，以下 α = 0.05として解答する．］

H0 のもとでの θ1 = θ2 の値を 0として一般性を失わない．Z1 = θ̂1n

√
nI(θ̂1n),

Z2 = θ̂2n

√
nI(θ̂2n)とおくと，Z1, Z2は近似的に互いに独立に標準正規分布に従う．

帰無仮説を棄却するのは Z1 + zα/2 < Z2 − zα/2 あるいは Z2 + zα/2 < Z1 − zα/2

の場合で，これらの事象は排反で確率も等しい．そこで前者の確率を考えると，

z0.025 = 1.96として Z2 − Z1 > 1.96× 2，あるいは基準化して
Z2 − Z1√

2
> 1.96×

√
2 = 2.772
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である．正規分布表よりこの確率は 0.0028であるから，この検定方式のサイズは

この 2倍の 0.56%程度である．

第 10章

問 10.1 V を自由度 kのカイ二乗分布に従う確率変数とすると，1/V の期待値は∫ ∞

0

1

v

vk/2−1

2k/2Γ (k/2)
e−v/2dv =

2k/2−1Γ (k/2− 1)

2k/2Γ (k/2)
=

1

k − 2

である．(10.14)式が不偏推定量を与えることは，(10.14)式で分母分子が互いに独

立であり，1
/ m∑
i=1

(Xi − X̄)2 の期待値が 1/(σ1
2(m− 3))となることからわかる．

問 10.2 m ≤ nとして一般性を失わない．m− 1 ≤ f を示すには(
s1

2

m
+
s2

2

n

)2

≥ s1
4

m2
+
s2

4(m− 1)

n2(n− 1)

を示せばよい．展開して左辺と右辺の差を整理すると

2
s1

2s2
2

mn
+
s2

4

n2
− s2

4(m− 1)

n2(n− 1)
= 2

s1
2s2

2

mn
+
s2

4

n2

(
1− m− 1

n− 1

)
≥ 2

s1
2s2

2

mn
≥ 0

であるから不等式は成り立つ．

f ≤ m+ n− 2を示すには(
s1

2

m
+
s2

2

n

)2

≤ s1
4(m+ n− 2)

m2(m− 1)
+
s2

4(m+ n− 2)

n2(n− 1)

を示せばよい．右辺は
s1

4

m2
+
s2

4

n2
+

s1
4(n− 1)

m2(m− 1)
+
s2

4(m− 1)

n2(n− 1)

であるから，右辺と左辺の差は

s1
4(n− 1)

m2(m− 1)
+
s2

4(m− 1)

n2(n− 1)
−2

s1
2

m

s2
2

n
=

(
s1

2

m

√
n− 1

m− 1
− s2

2

n

√
m− 1

n− 1

)2
≥ 0

となり，不等式は成り立つ．

問 10.3 T (x) = −(x− µ)2/2, ψ = 1/σ2 とおくと，密度関数は

f(x) =
1

(2πσ2)1/2
exp

(
− (x− µ)2

σ2

)
= exp

(
ψT (x)− 1

2
log(2π/ψ)

)
より，h(x) = 1, c(ψ) =

1

2
log(2π/ψ)である．
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問 10.4 Γ (n/2)2n/2の部分は無視してよいので，これを無視して示す．ψで微分

すると
∂

∂ψ
ψn/2wn/2−1e−ψw/2 =

n

2
ψn/2−1wn/2−1e−ψw/2 − w

2
ψn/2wn/2−1e−ψw/2

となる．一方 w × ψn/2wn/2−1e−ψw/2 を wで微分すると
∂

∂w
(w × ψn/2wn/2−1e−ψw/2) =

n

2
ψn/2wn/2−1e−ψw/2 − ψ

2
ψn/2wn/2e−ψw/2

となる．両者の関係は
∂

∂w
(w × ψn/2wn/2−1e−ψw/2) = ψ

∂

∂ψ
ψn/2wn/2−1e−ψw/2

である．これより ψでの微分を wでの微分に置き換えることにより，wで不定積

分できるので，(10.41)式の第 2式が導かれる．

問 10.5 最初の等式については，分母の Γ (n/2)2n/2 は相殺するので

fn(w, n/w)

fn(w, 1)
=

(n/w)n/2wn/2−1e−(n/w)w/2

wn/2−1e−w/2
=
( n
w

)n/2
ew/2−n/2

と確認できる．また第 2式に wfn(w, 1)をかけると( n
w

)n/2
ew/2−n/2 × w

1

Γ (n/2)2n/2
wn/2−1e−w/2 =

nn/2e−n/2

Γ (n/2)2n/2

と確認できる．

次に正規分布の同時密度関数 fn で考えると

fn(x, σ
2) =

1

(2πσ2)n/2
e−w/(2σ

2) =
ψn/1

(2π)n/2
e−ψw/2, w =

n∑
i=1

(xi − µ)2

の形である．このとき
fn(x,w/n)

fn(x, 1)
=
( n
w

)n/2
e−n/2+w/2

は (10.42)式と同じである．

「一山型」となるのは (10.42)式の逆数の関数である．ここでは (10.42)式の第

2式において，定数を無視したものの対数をとった関数 g(w)が下に凸であること

を示す．実際 g(w)を微分すると

g(w) =
w

2
− n

2
logw, g′(w) =

1

2
− n

2w
, g′′(w) =

n

2w2
> 0

となり g(w)は下に凸である．これより−g(w)が一山型となることからわかる．
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問 10.6 U =
m∑
i=1

(Xi−X̄)2, V =
n∑
i=1

(yi− ȳ)2とおく．帰無仮説 (H0 : σ2 = σ1
2 =

σ2
2)のもとでの最尤推定量は σ̃2 = (U + V )/(m + n)であり，対立仮説のもとで

の最尤推定値はそれぞれ σ̂ 2
1 = U/m, σ̂ 2

2 = V/nである．正規分布の同時密度にこ

れらを代入すると，指数部分は定数となり，基準化定数中の σ2 に最尤推定量を代

入し，比をとることとなる．このことから，やはり定数部分を除いて，尤度比は
(σ̃2)(m+n)/2

(σ̂ 2
1 )m/2(σ̂ 2

2 )n/2

となり，これは (10.64)式と比例的である．

問 10.7 F = s2
2/s1

2とおく．(10.65)式の分母分子を
(
m∑
i=1

(Xi − X̄)2
)(m+n−2)/2

で割ると，(10.65)式は(
1 + n−1

m−1 F
)(m+n−2)/2(

n−1
m−1 F

)(n−1)/2
∝
(
1 + n−1

m−1 F
)(m+n−2)/2

F (n−1)/2

となる．一方で (4.24)式の F 分布の密度関数が定数を除いて

fn−1,m−1(F ) ∝
F (n−1)/2−1(

1 + n−1
m−1 F

)(m+n−2)/2

であるから

Ffn−1,m−1(F ) ∝
F (n−1)/2(

1 + n−1
m−1 F

)(m+n−2)/2
(∗)

となり，定数を除いて (10.65)式の逆数に一致している．

(10.65)式の不等式の領域が区間 (F , F ) で与えられることは，(∗)式の右辺が一
山型であることを示せばよい．記法の簡便のため

y =
n− 1

m− 1
F, b =

n− 1

2
, c =

m− 1

2

とおき

g(y) = log
yb

(1 + y)b+c
= b log y − (b+ c) log(1 + y)

を微分すると

g′(y) =
b

y
− (b+ c)

1 + y
=

b(1 + y)− (b+ c)y

y(1 + y)
=

b− cy

y(1 + y)

となり，g′(y)は y < b/cで正，y > b/cで負であるから，g(y)は一山型である．



第 10章 47

問 10.8 帰無仮説のもとでの µ = µ1 = · · · = µk の最尤推定量は µ̃ = ¯̄X であり，

対立仮説のもとでの最尤推定量は µ̂i = X̄i, i = 1, . . . , k である．また分散の最尤

推定量はそれぞれ σ̃2 =WT/n, σ̂
2 =WE/nである．これらを正規分布の密度関数

に代入すると，指数部分は定数となり，基準化定数の σ2 にそれぞれ σ̃2, σ̂2 を代入

すればよい．これより尤度比は (σ̃2/σ̂2)n/2に比例し，従って (WT/WE)
n/2に比例

する．

問 10.9 U の無条件の期待値は ¯̄x であり，無条件の分散は WT/n である．ま

た V = i を与えたときの U の条件つき期待値は x̄i であり，条件つき分散は
ni∑
j=1

(xij − x̄i)
2/ni である．そこで条件つき期待値の分散は

k∑
i=1

ni
n

(x̄i − ¯̄x)2 =
1

n
WH

であり，条件つき分散の期待値は

k∑
i=1

ni
n

ni∑
j=1

(xij − x̄i)
2

ni
=

1

n

k∑
i=1

ni∑
j=1

(xij − x̄i)
2 =

1

n
WE

である．これより，1元配置分散分析の平方和の分解と一致することがわかる．

問 10.10 十分性については，(T1, T2)を与えたときのX1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn の

条件つき分布は，X1, . . . , Xmと Y1, . . . , Ynが独立となり，それぞれ θ2及び θ1には

依存しないことからわかる．完備性については，T1, T2が密度関数 fθ1(t1), fθ2(t2)

を持つ場合について示す．g(t1, t2)の期待値を考えると

0 =

∫∫
g(t1, t2)fθ1(t1)fθ2(t2) dt1dt2, ∀ (θ1, θ2)

が考慮する条件である．h(t2, θ1) =
∫
g(t1, t2)fθ1(t1) dt1 とおくと∫

h(t2, θ1)fθ2(t2) dt2 = 0, ∀ (θ1, θ2)

であるが，T2 の完備性より

h(t2, θ1) =

∫
g(t1, t2)fθ1(t1) dt1 = 0, ∀ (t2, θ1)

となる．ここで T1の完備性より g(t1, t2) = 0,∀ (t1, t2)となる．従って (T1, T2)は

完備である．
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問 10.11 p̂2 − p̂1は不偏であり，(T1, T2) = (X,Y )の関数であるので，前問より

UMVUであることがわかる．

問 10.12 多項分布の確率関数は
n!∏

i,j

yij !

∏
i,j

pij
yij

であるが，ここに pij = pi•p•j を代入すると
n!∏

i,j

yij !

∏
i,j

(pi•p•j)
yij =

n!∏
i,j

yij !

r∏
i=1

pi•
yi• ×

∏
p•j

y•j

となり，(多項係数の部分を除けば)確率関数が 2つの多項分布の確率関数の積にな

る．そこで多項分布の最尤推定量の形から (10.100)式が導かれる．

第 11章

問 11.1

f(y) = exp

(
− 1

2σ2
y⊤y +

1

σ2
β⊤X⊤y − β⊤X⊤Xβ

2σ2
− (n/2) log(2πσ2)

)
と書いて，ψ1 = −1/(2σ2), ψ2 = β/σ2 とおくと指数型分布族の形に書け，

(y⊤y,X⊤y) が完備十分統計量であることがわかる．ψ2 はベクトルであること

に注意する．

問 11.2 a⊤b =
q∑
i=1

aibiであるから，これを aiで偏微分すれば biである．これを

ベクトル表記すればよい．

次に a⊤Ca =
q∑
i=1

ai
2cii + 2

∑
i<j

aiajcij であるから，これを ai で偏微分すれば

2aicii + 2
∑
j ̸=i

cijaj = 2
q∑
j=1

cijaj

である．これをベクトル表記すればよい．

問 11.3 前問を用いると (11.15)式のQ(β)を β で微分すれば

−2X⊤y + 2X⊤Xβ

である．



第 11章 49

問 11.4 X の列が一次従属であることと，あるゼロベクトルでない aが存在して

Xa = 0となることは同値である．さらに Xa = 0となることと Xaの長さの二

乗すなわち a⊤X⊤Xaがゼロとなること (a⊤X⊤Xa = 0)は同値である．さらに非

負定値行列 X⊤X が正定値でないことと，あるゼロベクトルでない aが存在して

a⊤X⊤Xa = 0となることは同値である．これらより

X⊤X が正定値でない ⇐⇒ X の列が一次従属

が成り立つ．

問 11.5 集約尤度関数は

f(y) =
1

(2πσ2)n/2
exp

(
− e⊤e

2σ2

)
である．τ = σ2 とおき，対数をとると

− n

2
log(2πτ)− e⊤e

2τ

である．これを τ で微分して 0とおくと

0 = − n

2

1

τ
+
e⊤e

2τ2

となり，これを解くと τ = e⊤e/nを得る．

問 11.6 行列のトレースについて tr(AB) = tr(BA)となることなどを用いると，

等式を順次確認できる．

問 11.7 X⊤X は niを対角要素とする対角行列であり，X⊤Y は
ni∑
j=1

Yij を要素と

するベクトルであることから (11.33)式が確認できる．

問 11.8 (11.36)式の制約については，(11.37)式のように µ, αi が表せることか

ら µ1, . . . , µk から µ, α1, . . . , αk が定まる．逆方向はもちろん µi = µ + αi で定ま

る．これより 1対 1対応がわかる．

(11.39)式の制約のもとでは，µi = µ+ αi に ni をかけて加えると
k∑
i=1

niµi = (n1 + · · ·+ nk)µ+
k∑
i=1

niαi = nµ

より
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µ =

k∑
i=1

niµi

n

で表され，この µを用いて αi = µi − µと表される．このことから µ1, . . . , µk から

µ, α1, . . . , αk が定まる．逆方向は上と同様に µi = µ+ αi であり，1対 1対応がわ

かる．

問 11.9 (11.58)の第 1式の µについては，(11.55)式で µij をすべての i, j につ

いて加えると (11.57)式の制約により αi, βj , γij の和はゼロであることからわかる．

αi については，この µを用いて (11.55)式を j について加えると
b∑
j=1

βj = 0及び

b∑
j=1

γij = 0からわかる．βj については iについて加えることで同様にわかる．γij

は (11.55)式が等式で成り立つように定まる．

問 11.10 (11.67)式の右辺第 1項は，1a ⊗ 1b = 1a×b であることから，µがすべ

ての yij に共通に現れることに対応している．(Ia ⊗ 1b)αは各 αi が b回繰り返さ

れて yij , j = 1, . . . , bに現れることに対応している．(1a ⊗ Ib)β も同様である．第

4項は Ia ⊗ Ib = Iab であることから，各 yij に γij が現れることに対応している．

問 11.11 Ja = 1a1a
⊤ と書けることに注意すると 1a

⊤Ja = 1a
⊤1a1a

⊤ = a1a
⊤ で

あり

1a
⊤ 1

a
Ja = 1a

⊤

が成り立つ．これより

1a
⊤
(
Ia −

1

a
Ja

)
= 1a

⊤ − 1a
⊤ = 0

である．これより (11.68)式の αについて 1a
⊤α = 0 すなわち

a∑
i=1

αi = 0である．

β についても同様である．

次に γ について考える．γ の要素を 1列に並べたとき γij の iに関する和 (ある

いは j に関する和)は左から 1a
⊤ ⊗ Ib (あるいは Ia ⊗ 1b

⊤) をかけることにあたる．

行列のサイズが整合的であれば (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)となることから

(1a
⊤ ⊗ Ib)

(
Ia −

1

a
Ja

)
⊗
(
Ib −

1

b
Jb

)
= 0,
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(Ia ⊗ 1b
⊤)
(
Ia −

1

a
Ja

)
⊗
(
Ib −

1

b
Jb

)
= 0

であり，これより
a∑
i=1

γij = 0,∀ j 及び
b∑
j=1

γij = 0,∀ iが成り立つ．

問 11.12 (11.68)式の α及び (11.69)式の β, γを (11.67)式に代入して，クロネッ

カー積の部分に (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD) を適用すれば，(11.70)式が得

られる．

問 11.13 G1 = (g1, . . . , gp)をM の正規直交基底を列ベクトルとする行列とし，

H1 = (h1, . . . , hp)を別の正規直交基底を列ベクトルとする行列とすると，p× p正

則行列 Qを用いて G1 = H1Qと書ける．このとき Ip = G1
⊤G1 = H1

⊤H1 である

が，G1 = H1Qを代入すれば Ip = Q⊤H1
⊤H1Q = Q⊤Qである．これより Qは

p× p直交行列であり，QQ⊤ = Ip も成り立つ．したがって

G1G1
⊤ = H1QQ

⊤H1
⊤ = H1H1

⊤

となり (11.82)式は正規直交基底の取り方に依存しないことがわかる．

問 11.14 本文にあるようにX = G1Aと表す．このとき

X(X⊤X)−1X⊤ = G1A(A
⊤G1

⊤G1A)
−1A⊤G1

⊤ = G1A(A
⊤A)−1A⊤G1

= G1AA
−1(A⊤)−1A⊤G1

⊤ = G1G1
⊤

である．

問 11.15 対称行列であるBを対角化すればすぐわかるようにB2 = BよりBの

固有値は 0か 1である．r = rankB として固有値 1に属する正規直交なベクトル

を g1, . . . , gr とすると B のスペクトル分解は

B = (G1, G2)

(
Ir 0

0 0

)
(G1, G2)

⊤ = G1G1
⊤,

G1 = (g1, . . . , gr), (G1, G2) : 直交行列

となる．これは G1 の列ベクトルのはる空間M への直交射影子である．あとは，

B = G1G1
⊤ に右から任意のベクトルをかければわかるように，B の列ベクトルの

はる空間とG1 の列ベクトルのはる空間が等しいことに気が付けばよい．
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問 11.16 M について考えると説明変数行列 X は (11.31)式で与えられている．

X⊤X は niを対角要素とする対角行列であるから，その逆行列は 1/niを対角要素

とする対角行列となる．またX⊤yは各群での Y の要素の和からなるベクトルであ

る．このことから

y⊤PMy = y⊤X(X⊤X)−1X⊤y =
k∑
i=1

1

ni

(
ni∑
j=1

yij

)2

=
k∑
i=1

niȳ
2
i

である．また y⊤PM0y = n¯̄y2 はすぐにわかる．これより (11.101)式の最初の等号

がわかる．2つ目の等号は右辺を展開して整理すればわかる．

問 11.17 1a
⊤(Ia − Ja/a) = 1a

⊤ − 1a
⊤ = 0，(Ia − Ja/a)1a = 0，(A ⊗ B)⊤ =

(A⊤)⊗ (B⊤)， (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)を用いると (11.102)式の直交性

が確かめられる．(11.103)がそれぞれの空間に対する直交射影行列であることは，

対称性とべき等性 (PMa

⊤ = PMa
, PMa

2 = PMa
など)を確かめ，問 11.15を用いて

これらの行列の列空間を確認すればよい．

問 11.18 0 6= c1 + · · ·+ ck とする．µi = µ+ αi の両辺に ci をかけて加えれば
k∑
i=1

ciµi = (c1 + · · ·+ ck)µ+
k∑
i=1

ciαi = (c1 + · · ·+ ck)µ

より

µ =

k∑
i=1

ciµi

k∑
i=1

ci

と定まり，この µを用いて αi = µi − µと定まる．

逆に 0 = c1+· · ·+ckのときはµに cを加えて，各αiから cを引くと，µi = µ+αi

は不変であるし，0 = c1α1 + · · · + ckαk の制約も成り立ったままである．このた

め µ, α1, . . . , αk は一意には定まらない．

問 11.19 問 11.4 の解答にあるように kerX と ker(X⊤X) は等しい．そこで

(11.106) 式と (11.107) 式を比べれば，正規方程式を満たす任意の β̂ について

Xβ̂ = µ̂となることがわかる．
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問 11.20 まずは測り方を数え上げることを考える．場合分けのために，2つとも

載せて測る回数を A，1つ目のボールだけを載せて測る回数を B， 2つ目のボー

ルだけを載せて測る回数を C とする．A,B,C とも 0, 1, 2のいずれかの値をとる．

ここで Aの値で場合分けをおこなう．A = 0のときは B = 1, C = 2あるいは

B = 2, C = 1 が考えられる．問題の対称性から B = 1, C = 2の場合を考えれ

ばよい．つまり B = 2, C = 1の場合は，B = 1, C = 2の場合と平均二乗誤差が

等しいからである．A = 1のときは，やはり対称性から B = 1, C = 1のときと

B = 2, C = 0の場合を考えればよい．また A = 2のときは B = 1, C = 0の場合

を考えればよい．以上 4通りの場合について平均二乗誤差を求めて比較すればよい．

3回の計測 Y1, Y2, Y3の順序は，記法の簡便のために，2つとも載せるのを最初の

A回おこない，次に 1つ目のボールを載せるのを B 回おこない，最後に 2つ目の

ボールを載せるのを C 回おこなうとする．以下でそれぞれの場合の推定量を示す

が，いずれも不偏推定量であり，完備十分統計量の関数であるからUMVUである．

A = 0, B = 1, C = 2のときは，µ̂1 = Y1, µ̂2 = (Y2 + Y3)/2である．平均二乗誤

差は分散の和であるから (1 + 1/2)σ2 = (3/2)σ2 である．

A = 1, B = 1, C = 1のときは µ̂1 = (Y1 + Y2 − Y3)/2でありこの推定量の分散

は (3/4)σ2 である．対称性から µ̂2 の分散も同様であり，分散の和である平均二乗

誤差は (3/2)σ2 である．

A = 1, B = 2, C = 0のときは µ̂1 = (Y2+Y3)/2でありその分散は σ2/2である．

また µ̂2 = Y1 − µ̂1 = Y1 − (Y2 + Y3)/2でありその分散は (1 + 1/2)σ2 = (3/2)σ2

である．これらの分散の和は 2σ2 である．

A = 2, B = 1, C = 0 のときは µ̂1 = Y3 でありその分散は σ2，µ̂2 = (Y1 +

Y2)/2− Y3であり，その分散は (1/2 + 1)σ2である．これらの分散の和は (5/2)σ2

である．

以上より，最小の平均二乗誤差は (3/2)σ2であり，これらはA = 0, B = 1, C = 2

及び A = 1, B = 1, C = 1の場合に達成される．

問 11.21 推定値 θが θ0に近いとして f(xi, θ) を θ0の回りで展開すると，線形近

似は

f(xi, θ)
.
= f(xi, θ0) + (θ − θ0)

⊤ḟ(xi, θ0)
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である．そこで最小にする式は
n∑
i=1

(Yi − f(xi, θ0)− (θ − θ0)
⊤ḟ(xi, θ0))

2 =
n∑
i=1

(εi − (θ − θ0)
⊤ḟ(xi, θ0))

2 (∗)

となる．ただし εi = Yi − f(xi, θ0), i = 1, . . . , nは互いに独立に N(0, σ2)に従う．

(∗)式を最小にする θ̂は

θ̂ − θ0 =

(
n∑
i=1

ḟ(xi, θ0)ḟ(xi, θ0)
⊤
)−1 n∑

i=1

ḟ(xi, θ0)εi

となり，右辺は N

(
0, σ2

(
n∑
i=1

ḟ(xi, θ0)ḟ(xi, θ0)
⊤
)−1)

に従う．

第 12章

問 12.1 P (X ≤ x)) = E[I[X≤x]]に期待値の繰り返しの公式を用いると

P (X ≤ x) = EY [E [I[X≤x] |Y ]] = EY [P (X ≤ x |Y )]

であるが P (X ≤ x |Y ) = F (x)が Y に依存しないならば EY [F (x)] = F (x)であ

るから，F (x)がX の周辺分布関数であることがわかる．また独立性に関する (3.6)

式や (3.14)式について述べたように，P (X ≤ x |Y ) = F (x)が Y に依存しないこ

とと，X と Y が互いに独立であることは同値である．

問 12.2 前問と (12.8) 式のあとの議論により ε1, . . . , εn の周辺分布の結果及

び R1, . . . , Rn との独立性は明らかである．また，X1, . . . , Xn の i.i.d.性から，

(1, . . . , n) の任意の並べかえ (π1, . . . , πn) について (|Xπ1
|, . . . , |Xπn

|) の分布は
(|X1|, . . . , |Xn|)の分布と等しいから，(R1, . . . , Rn)は任意の並べかえを同様に確

からしくとることがわかる．

問 12.3 (R1, . . . , Rm+n)が (1, . . . ,m+n)の任意の並べかえを等確率でとること

は，前問と同様に確認できる．この場合，最初の n個の順位の集合 {R1, . . . , Rn}
は {1, . . . ,m+ n}のサイズ nの部分集合を等しい確率でとることも明らかである．

問 12.4 順位 aが k人のタイとなっていると，中間順位は
a+ · · ·+ (a+ k − 1)

k
= a+

0 + 1 + · · ·+ (k − 1)

k
= a+

k − 1

2

=
1

2
+ (a− 1) +

k

2
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である．(12.17)式の右辺において a− 1は和の第 1項目に対応し，k/2は
n∑
j=1

1

2
I[xj=xi]

に対応している．

また k人の中間順位の和は，タイがない場合の対応する順位の和a+· · ·+(a+k−1)

であるから，中間順位を用いれば
n∑
i=1

Ri = 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

が成り立つ．

問 12.5
m+n∑
i=1

Ri = (m+ n)(m+ n+ 1)/2とし，R1, . . . , Rm+n からなる有限母

集団を考える．この母集団の平均と分散は

µ =
m+ n+ 1

2
, σ2 =

1

m+ n

m+n∑
i=1

(Ri − R̄)2

である．W は標本平均の n倍であるから，有限母集団からの非復元無作為抽出に

関する結果より

E [W |R1, . . . , Rm+n ] =
n(m+ n+ 1)

2
,

Var[W |R1, . . . , Rm+n ] = n2
1

n

m+ n− n

m+ n− 1

1

m+ n

m+n∑
i=1

(Ri − R̄)2

=
mn

(m+ n)(m+ n− 1)

m+n∑
i=1

(Ri − R̄)2

である．もしタイがなければ
m+n∑
i=1

(Ri − R̄)2

=
m+n∑
i=1

Ri
2 − (m+ n)R̄2

=
1

6
(m+ n)(m+ n+ 1)(2m+ 2n+ 1)− (m+ n)

(m+ n+ 1)2

4

=
(m+ n)(m+ n+ 1)

12
(2(2m+ 2n+ 1)− 3(m+ n+ 1))

=
(m+ n)(m+ n+ 1)

12
(m+ n− 1)

より
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Var[W |R1, . . . , Rm+n ] =
mn(m+ n+ 1)

12

を得る．

問 12.6 X1, . . . , Xmの累積分布関数を F (x)とし，Y1, . . . , Ynの累積分布関数を

F (y−∆)とする．(12.12)式の帰無仮説では ∆ = 0としているが，信頼区間を考え

るときには ∆ = ∆0 とし，かつ ∆0 を動かして仮説検定の族を考えなければならな

い．そして

Zi = Yi − ∆0, i = 1, . . . , n, Zi+n = Xi, i = 1, . . . ,m

とおき，Ri, i = 1, . . . ,m + nを Zi, i = 1, . . . ,m + nの順位として，検定統計

量はW =
n∑
j=1

Rj である．以下では議論の簡単のためタイのない場合を考える．

Y1 < · · · < Yn とおいて一般性を失わない．また ∆0 はどの Uij = Yj − Xi と

も一致しない値として考える．このとき Rj は Y1, . . . , Yj−1 の (j − 1)個と，Xi,

i = 1, . . . ,mの中で Yj − ∆0 より小さいものの個数の和であるから

Rj = j − 1 +
m∑
i=1

I[Yj−∆0>Xi]

である．ここで

I[Yj−∆0>Xi] = I[Yj−Xi>∆0] = I[Uij>∆0]

に注意すると

Rj = j − 1 +
m∑
i=1

I[Uij>∆0]

であり，

W =
n∑
j=1

Rj =
n(n− 1)

2
+

n∑
j=1

m∑
i=1

I[Uij>∆0]

=
n(n− 1)

2
+ (Uij > ∆0 となる Uij の個数)

と書ける．つまり n(n− 1)/2を除いてW は Uij > ∆0 となる Uij の個数に一致す

る．これは (12.28)式と同じ形をしているから，やはり符号検定の議論と同様の議

論となり，(12.29)式が成り立つ．

問 12.7 記法の簡単のため a = mn/(m+ n), b = (n+m− 2)/(m+ n− 1)とお

く．そして U = Ts/
√
aを (12.37)式に代入すると
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|T |s√
a
> zα/2

√
b

a
s2 +

1

m+ n− 1

T 2s2

a

である．両辺で s/
√
aがキャンセルするから不等式は

|T | > zα/2

√
b+

T 2

m+ n− 1

となる．両辺正であるから 2乗して bを元に戻すと

T 2 > zα/2
2

(
n+m− 2

m+ n− 1
+

T 2

m+ n− 1

)
であり，両辺に (m+ n− 1)をかけて右辺第 2項を移項すれば

T 2 ((m+ n− 1)− zα/2
2) > zα/2

2(n+m− 2)

となる．正の平方根をとれば

|T | > zα/2

√
n+m− 2

m+ n− 1− zα/22

を得る．

問 12.8 簡単のためにタイのない場合に示す．以下の解答では問 12.6 で uij =

yj − xiとしていたものを uij = xi − yj と符号を変えて uij > 0となる個数を数え

るものとする．ペアの総数mnは固定されているから，符号を変えて数えても同値

な統計量が得られる．

Fm は 0 から始まって各 xi で 1/m 増加して 1 に達する．スケールを m 倍す

れば 0 から m まで増加する．同様に Gn を n 倍すれば 0 から n まで増加する．

(Fm(c), Gn(c))の図を x軸をm倍，y軸を n倍すれば (0, 0)から (m,n)に達する

折れ線が得られる．折れ線は，本文にあるように x1, . . . , xm, y1, . . . , yn をあわせ

て z1, . . . , zm+n とし，これを小さい順に見ていったときに，xであれば右に一歩，

yであれば上に一歩進む形で得られる．図 1 はm = 5, n = 4で

x1 < y1 < y2 < x2 < y3 < x3 < x4 < y4 < x5

となる例である．この図で例えば y2 とラベルしている縦棒の右横に 4個の四角の

セルがあるが，これは

y2 < x2, x3, x4, x5
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つまり，y2 より大きい xが 4個あることを示している．他の yj についても同様で

ある．このように太線で表した経験 ROC曲線の右下のセルは uij = xi − yj > 0

となる (xi, yj)の組にそれぞれ対応している．これより経験 ROC曲線の下の面積

は uij > 0となる組の数に対応しており，問 12.6と同様にその数は 2標本のウィル

コクソン順位和検定統計量の値に対応している．

図 1 経験 ROC曲線の例

第 13章

問 13.1 I(θ0, θ) = η(θ0, θ0)− η(θ0, θ)より I(θ0, θ0) = 0である. また (13.11)式

より θの関数として I(θ0, θ)は θ = θ0 で極大となるから
∂

∂θ
I(θ0, θ)

∣∣∣
θ=θ0

= 0

である．さらに I(θ0, θ)を θで 2回微分すれば

∂2

∂θ2
I(θ0, θ) = − ∂2

∂θ2
η(θ0, θ)

= −
∫ ∞

−∞

∂2

∂θ2
log(f(x, θ))f(x, θ0) dx

であるから，これを θ = θ0 で評価すれば
∂2

∂θ2
I(θ0, θ)

∣∣∣
θ=θ0

= −
∫ ∞

−∞

(
∂2

∂θ2
log f(x, θ)

) ∣∣∣∣
θ=θ0

f(x, θ0) dx = I(θ0)

を得る．

問 13.2 (13.22)式及び (13.23)式より

P0

(
1

n
ℓ(0)− (η(0, 0)− cg) ≥

1

n
sup

|θ|>M
ℓ(θ)

)
→ 1 (n→ ∞)
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となる．ここで P ()の中の事象が成り立てば，|θ| > M の領域では ℓは最大とはな

らなく，したがって |θ̂ML
n | ≤M であるから

P0(|θ̂ML
n | ≤M) → 1 (n→ ∞)

であり，(13.24)式が成り立つ．

問 13.3 (13.17)式の仮定と (13.25)式より，(13.27)式のη(0, θi)についてη(0, θi) ≤
η(0, 0)− δであることに注意する．そこで (13.29)式より 1に収束する確率で

sup
θ∈[θj ,θj+1]

1

n
ℓ(θ) < η(0, θj) +

δ

2
≤ η(0, 0)− δ

2

となる．これより 1に近づく確率で区間 [θj , θj+1] には最尤推定値が落ちないこと

がわかる．したがって (13.30)式が成り立つ．

問 13.4 1−P (An∩Bn) = P ((An∩Bn)c) = P (An
c∪Bnc) ≤ P (An

c)+P (Bn
c) →

0 (n → ∞) より P (An ∩ Bn) → 1がわかる．集合が k 個のときは k について帰

納法を用いればよい．補集合で考えれば， lim
n→∞

P (Ai,n) = 0, i = 1, . . . , kのとき

lim
n→∞

P (A1,n ∪ · · · ∪Ak,n) = 0である．このことを以下で用いる．

また前問より 2K 個の各区間について，最尤推定値がその区間に落ちる確率は 0

に収束するから，最尤推定値がこれらの 2K 個の和集合に落ちる確率も 0に収束す

る．すなわち

P0(ε ≤ |θ̂ML
n | ≤M) → 0 (n→ ∞)

である．このことと (13.24)式より (13.31)式が成り立つ．

問 13.5 順次正則条件を確認する．以下，極限と積分の交換や微積の交換の正当

化が必要であり，そのためには有界収束定理のような測度論的な道具が必要である

が，ここではその点の厳密な確認は省略している．

まず (13.17)式の単調性を確認する．

η(0, θ) =

∫ ∞

−∞
log

(
1

π(1 + (x− θ)2)

)
1

π(1 + x2)
dx

であるが，定数等を省略して q(θ) = π(η(0, θ) + log π)とおくと

q(θ) = −
∫ ∞

−∞
log(1 + (x− θ)2)

1

1 + x2
dx
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であり，q(θ)の単調性を示せばよい．問題の対称性から qは偶関数 (q(θ) = q(−θ))
であり，正の θのみを考えて，q′(θ) < 0を示せばよい．微分すると

q′(θ) = 2

∫ ∞

−∞

x− θ

1 + (x− θ)2
1

1 + x2
dx

であるが，ここで xを x+ θ/2と変数変換すれば (ヤコビアンは 1であり)，

q′(θ) = 2

∫ ∞

−∞

x− θ/2

(1 + (x− θ/2)2)× (1 + (x+ θ/2)2)
dx

となるが，分母は xの偶関数である．ここで分子の xは奇関数であるから，その積

分は 0となるため

q′(θ) = −θ
∫ ∞

−∞

1

(1 + (x− θ/2)2)× (1 + (x+ θ/2)2)
dx < 0

となり，単調性が示された．

さて，次に進む前に θ → ∞のときにη(0, θ) → −∞を示す．常にπ(1+(x−θ)2) >
1であるから，常に

log

(
1

π(1 + (x− θ)2)

)
< 0

が成り立つ．そこで，例えば積分範囲を [−1, 1]に限っても

η(0, θ) <

∫ 1

−1

log

(
1

π(1 + (x− θ)2)

)
1

π(1 + x2)
dx, x ∈ [−1, 1]

である．そこで右辺が −∞に発散することを示せばよい．ここで θ > 1を考えれ

ば x ∈ [−1, 1]に対して x = 1で log内が最大となるから

log

(
1

π(1 + (x− θ)2)

)
≤ log

(
1

π(1 + (1− θ)2)

)
, x ∈ [−1, 1]

であり，これより

η(0, θ) < log

(
1

π(1 + (1− θ)2)

)
P (|X| ≤ 1)

が成り立つ．ただし X はコーシー分布に従う確率変数である．θ → ∞で右辺は
−∞に発散するから，η(0, θ) → −∞ (θ → ∞)が示された．

次に (13.19) 式を確認する．実は，すぐ上で示したことと同様に示せばよい．

M → ∞のとき E0[gM (X)] → −∞を示せば (18.19)式は成り立つ．gM (x)につ

いても，すべての xについて gM (x) < 0であるから，今度は積分範囲を [0, 1]とす

ると
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E0[gM (X)] =

∫ ∞

−∞
gM (x)

1

π(1 + x2)
dx <

∫ 1

0

gM (x)
1

π(1 + x2)
dx

であるが，M > 1ならば，x ∈ [0, 1]に対して gM (x)は θ =M で最大化されるから

gM (x) = sup
|θ|≥M

log

(
1

π(1 + (x− θ)2)

)
≤ log

(
1

π(1 + (x−M)2)

)
, x ∈ [0, 1]

である．さらにこれを x ∈ [0, 1]について最大化すれば，x = 1で最大化される

から，

gM (x) ≤ log

(
1

π(1 + (1−M)2)

)
, x ∈ [0, 1]

である．これより∫ 1

0

gM (x)
1

π(1 + x2)
dx ≤ log

(
1

π(1 + (1−M)2)

)
× P (0 ≤ X ≤ 1)

となり，右辺はM → ∞で−∞に発散する．これよりE0[gM (X)] → −∞が示さ
れた．

最後に (13.20)式を示す．hM はM について単調増加であるからM = ∞とお
いて

h∞(x) = sup
θ

∣∣∣ ∂
∂θ

log f(x, θ)
∣∣∣

を考えればよいが，コーシー分布の場合はさらに xについて最大化して

h∞(x) ≤ sup
x

sup
θ

∣∣∣ ∂
∂θ

log f(x, θ)
∣∣∣ = C <∞

を示せばよい．ここで y = x− θとおけば

sup
x

sup
θ

∣∣∣ ∂
∂θ

log f(x, θ)
∣∣∣ = 2 sup

y

|y|
1 + y2

であるが q(y) = y/(1 + y2)として q(y)の増減を調べると，0 = lim
y→±∞

q(y)であ

り，また

q′(y) =
1− y2

(1 + y2)2

より q(y)は y = −1で最小値−1/2，y = 1で最大値 1/2をとる．従って C = 1で

あり (13.20)式も成り立つ．

問 13.6 Xが p次元標準正規分布に従うとき，Bを p×p正則行列として Y = BX

は p次元正規分布 Np(0, Σ), Σ = BB⊤ に従う．また Σ が正定値行列ならば Σ は

必ずこの形に書ける．ここで



62 章末問題解答例

Y ⊤Σ−1Y = X⊤B⊤(BB⊤)−1BX = X⊤B⊤(B⊤)−1B−1BX = X⊤X

であるが，X⊤X はカイ二乗分布の定義より自由度 pのカイ二乗分布に従う．

問 13.7 それぞれのブロック分割行列の積を計算していけばわかる．なお，逆行

列であることを確かめるためには，行列の掛け算を実行して単位行列が得られるこ

とを示せばよい．

問 13.8 Helmert変換を用いることにより µ = 0の場合で，かつ分散共分散行列

を原点回りのもの (sxx =
1

n

n∑
i=1

Xi
2 等)として示せばよい．

√
nと

√
n− 1の違い

は，これらの比が 1に収束するため漸近分布には影響しない．

sxx, syy, sxy は確率変数の 2乗を平均したものになっており，多次元の中心極限

定理が応用できる．極限の 3次元正規分布の分散共分散行列は (X1
2, X1Y1, Y1

2)の

分散共分散行列となる．この 3× 3の分散共分散行列の要素は以下である．

E
[
(X1

2)2
]
− σxx

2, E
[
(Y1

2)2
]
− σyy

2, E [(X1Y1)
2 ]− σxy

2,

E
[
X1

2 × Y1
2
]
− σxxσyy, E

[
X1

2 ×X1Y1
]
− σxxσxy, E

[
Y1

2 ×X1Y1
]
− σyyσxy

ここで，それぞれの 4次のモーメントは問 3.21より求められる．すなわち問 3.21

において i, j, k, lを，X1 に対応するものは 1，Y2 に対応するものは 2とおき，さ

らに σの下付き文字を 1は x及び 2は yに書き換えればよい．これにより

E
[
X1

4
]
= 3σxx

2, E
[
Y1

4
]
= 3σyy

2, E
[
X1

2Y1
2
]
= σxxσyy + 2σxy

2,

E
[
X1

2Y1
2
]
= σxxσyy + 2σxy

2, E
[
X1

3Y1
]
= 3σxxσxy, E

[
X1Y1

3
]
= 3σxyσyy

となる．これより
√
n(sxx− σxx, syy − σyy, sxy − σxy) の漸近分布は平均 0の 3次

元正規分布で，その分散共分散行列が以下で与えられる． 2σxx
2 2σxy

2 2σxxσxy

2σxy
2 2σyy

2 2σxyσyy

2σxxσxy 2σxyσyy σxxσyy + σxy
2


である．

次の問題のために σxx = σyy = 1, σxy = ρの場合に特殊化すれば分散共分散行

列は
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Σ =

 2 2ρ2 2ρ

2ρ2 2 2ρ

2ρ 2ρ 1 + ρ2

 (∗)

である．

問 13.9 標本相関係数 rの分布を考えるときには σxx = σyy = 1, σxy = ρとして

よい．f(u, v, w) = w/
√
uvとおくと，f の勾配 f ′ の要素は

∂

∂u
f(u, v, w) = − 1

2u

w√
uv

,
∂

∂v
f(u, v, w) = − 1

2v

w√
uv

,

∂

∂w
f(u, v, w) =

1√
uv

であり，これを (u, v, w) = (1, 1, ρ)で評価したものは (−ρ/2,−ρ/2, 1)となる．こ
れより，デルタ法を用いると，

√
n(r − ρ)の漸近分布は期待値 0の 1次元正規分布

で，その分散は前問の (∗)式のΣ を用いて

(−ρ/2,−ρ/2, 1)Σ

−ρ/2
−ρ/2
1


=

ρ2

4
(2 + 2) + (1 + ρ2) + 2

ρ2

4
(2ρ2)− (2 + 2)

ρ

2
(2ρ)

= ρ2 + (1 + ρ2) + ρ4 − 4ρ2 = 1− 2ρ2 + ρ4

= (1− ρ2)2

となる．

問 13.10 f(ρ) =
1

2
(log(1 + ρ)− log(1− ρ))とおけば

f ′(ρ) =
1

2

(
1

1 + ρ
+

1

1− ρ

)
=

1

1− ρ2

である．デルタ法により (f ′(ρ))2 を前問の漸近分散にかけると 1を得る．そこで
√
n(z − ζ)は標準正規分布に分布収束する．

問 13.11 付録 A.2の連続写像定理により logZn の極限分布について考えればよ

い．logZn = logX1 + · · ·+ logXn より logZnは i.i.d.確率変数の和であるから，

中心極限定理を応用できる．
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µ = E [logX1 ] = p log b+ (1− p) log a,

σ2 = Var[logX1 ] = p(log b)2 + (1− p)(log a)2 − µ2

である．これよりWn = (logZn − nµ)/(
√
nσ)とおくとWn が標準正規分布に分

布収束する．

logZn =
√
nσWn + nµ, Zn = exp(

√
nσWn + nµ),

(Zne
−nµ)1/

√
n = exp(σWn)

より Zn
1/

√
ne−

√
nµ が対数正規分布に分布収束する．

問 13.12 p× pのΣ のランクが rであるとき，ある p× p正則行列 B を用いて

Σ = BDB⊤, D = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r 個

, 0, . . . , 0) (∗∗)

と表される．ただし D の対角要素で 1の個数は r である．Z ∼ Np(0, D)とし，

X = BZ とおけばX ∼ Np(0, Σ)となる．Z は最初の r個の要素が互いに独立に

標準正規分布に従い，残りの p− r個はすべて 0であることに注意する．

ここで ΣΣ+Σ = Σ に (∗∗)式を代入すると BDB⊤Σ+BDB⊤ = BDB⊤ であ

るが，最初の B 及び最後の B⊤ をキャンセルすれば

DΣ̃+D = D, Σ̃+ = B⊤Σ+B

を得る．

ここで

X⊤Σ+X = (BZ)⊤Σ+(BZ) = Z⊤Σ̃+Z

と書けることに注意する．さらに Z の最後の p− rの要素は 0であるから，Z1 を

Z の最初の r個からなる部分ベクトルとし，Σ̃+
11を Σ̃+の左上の r × rブロックと

すれば

Z⊤Σ̃+Z = Z1
⊤Σ̃+

11Z1

である．ここでDΣ̃+D = Dで左上の r× rブロックを考慮すると，Ir を r× rの

単位行列として

IrΣ̃
+
11Ir = Ir
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であるからΣ+
11 = Ir でなければならない．従ってX⊤Σ+X = Z1

⊤Z1 であり，こ

れは自由度 rのカイ二乗分布に従う．

問 13.13 Y = (Y1, . . . , Yk)が多項分布Mn(n, p1, . . . , pk)に従うとき
1√
n
(Y − n(p1, . . . , pk)) =

1√
n
(Y − Ŷ )

は近似的に平均 0，分散共分散行列が以下のΣ = (σij) の多変量正規分布に従う：

σii = pi(1− pi), σij = −pipj (i 6= j)

p = (p1, . . . , pk)
⊤とおくとΣ = diag(p1, . . . , pk)− pp⊤ と書ける．これより Σの

ランクが k − 1であることもわかる．ここで A = diag(1/p1, . . . , 1/pk)とおくと

ΣAΣ = (A−1 − pp⊤)A(A−1 − pp⊤) = A−1 − 2pp⊤ + pp⊤App⊤

てあるが p⊤A = (1, . . . , 1)より p⊤Ap = 1となり

ΣAΣ = A−1 − pp⊤ = Σ

であるから A = Σ+ は一般化逆行列であることがわかる．これと前問より

1

n
(Y − Ŷ )⊤A(Y − Ŷ ) =

k∑
i=1

(Yi − Ŷi)
2

Ŷi

は近似的に自由度 k − 1のカイ二乗分布に従う．

第 14章

問 14.1 議論の簡単のため各 cについて {x | f(x) = c}のルベーグ測度が 0の場

合に示す．A = {x | f(x) > c}とおき，P (B) = P (A)となる B を考える．c > 0

とする．以下 l(C)で集合のルベーグ測度 (長さ)を表す．AとBが実質的に異なる

場合を考えるために l(A∩Bc) > 0, l(B ∩Ac) > 0の場合を考える．P (A) = P (B)

より

0 = P (A)− P (B) =

∫
A

f(x) dx−
∫
B

f(x) dx =

∫
A∩Bc

f(x) dx−
∫
B∩Ac

f(x) dx

である．A ∩ Bc 上で f(x) > cであるから
∫
A∩Bc

f(x) dx > c × l(A ∩ Bc)であ

る．また最初の仮定より B ∩ Ac 上で f(x) < cとしてよいから
∫
B∩Ac

f(x) dx <

c× l(B ∩Ac) である．これより
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l(A) = l(A ∩B) + l(A ∩Bc) < l(A ∩B) + l(B ∩Ac) = l(B)

となり，Aの長さのほうが小さいことがわかる．

問 14.2 (14.13)式の事前分布のもとで p ∈ AとX = xの同時確率は

π0I[p0∈A] ×
(
n

x

)
p0
x(1− p0)

n−x + π1

∫
A

η(p)

(
n

x

)
px(1− p)n−x dp

であり，これは pの事後分布と比例的である．A = [0, 1]とすれば，第 1項が帰無

仮説に対応し，第 2項が対立仮説に対応する．これより，帰無仮説を棄却するのは

π0

(
n

x

)
p0
x(1− p0)

n−x < π1

∫ 1

0

η(p)

(
n

x

)
px(1− p)n−x dp

のときであり，両辺を π1p0
x(1− p0)

n−x で割れば (14.14)式を得る．

同様に一般の場合で議論すれば (14.16)式を得る．

問 14.3 (14.20)式の前の事前分布の記述により，Ga(ν, α)の密度とN(η, 1/(ψτ))

の密度をかけることにより，(µ, τ)の同時事前密度は

1

Γ (ν)αν
τν−1 exp

(
− τ

α

) (ψτ)1/2

(2π)1/2
exp
(
− ψτ

2
(µ− η)2

)
である．これに x1, . . . , xn の密度関数

τn/2

(2π)n/2
exp

(
− τ

2
n(x̄− µ)2 − τ

2

n∑
i=1

(xi − x̄)2
)

をかけて，(µ, τ)の関数として眺める．事後分布を確認するのに不要な定数を無視

すると，同時事前密度と密度関数の積の主要な部分は以下の形である．

τν−1+ 1
2 + n

2 exp

(
− τ

α
− ψτ

2
(µ− η)2 − τ

2
n(x̄− µ)2 − τ

2

n∑
i=1

(xi − x̄)2
)

ここで expの中で µを含む部分を平方完成すると

− τ

2
(ψ + n)

(
µ− ψη + nx̄

ψ + n

)2

+
τ

2

(ψη + nx̄)2

ψ + n

となり，ここから (14.20)の第 2式が確認される．なおここで正規分布の密度関数

から τ1/2 は吸収される．残りは τ の周辺事後密度に対応するが，その部分を書き

出すと

τν−1+ n
2 exp

(
− τ

α
− ψτ

2
η2 − τ

2
nx̄2 +

τ

2

(ψη + nx̄)2

ψ + n
− τ

2

n∑
i=1

(xi − x̄)2
)

である．expの中で−τ の係数を見ると
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1

α
+

1

2

n∑
i=1

(xi − x̄)2 +
1

2(ψ + n)
(ψη2(ψ + n) + nx̄2(ψ + n)− (ψη + nx̄)2)

=
1

α
+

1

2

n∑
i=1

(xi − x̄)2 +
1

2(ψ + n)
(ψη2n+ nx̄2ψ − 2ψηnx̄)

=
1

α
+

1

2

n∑
i=1

(xi − x̄)2 +
1

2(ψ + n)
nψ(η − x̄)2

である．これから (14.20)の第 1式が確認される．

(14.20)の第 2式より τ, xを与えたもとでµ−(nx̄+ψη)/(n+ψ)はN(0, 1/(τ(n+

ψ)))に従っている．ここで τ について積分すれば (xを条件とした) µの周辺事後

分布は「µ− (nx̄+ψη)/(n+ψ)の定数倍が自由度 2ν + nの t分布に従う」という

形であることがわかる．

問 14.4 ポアソン分布の確率関数

p(x) =
λx

x!
e−λ

を λの関数と見るとガンマ分布の密度関数の形をしている．そこで λの事前分布と

してGa(ν, α)を考えてその密度関数をかけると，一部の定数を省略して，積は

λν−1 exp
(
− λ

α

)
λx exp(−λ) = λx+ν−1 exp

(
−λ
( 1

α
+ 1
))

となるから，事後分布はGa(ν+x, (1+1/α)−1)である．サンプルサイズがnのとき

は確率関数がλ
∑n

i=1 xie−λn となることから，事後分布はGa(ν+
n∑
i=1

xi, (n+1/α)−1)

である．これは x1 から xn まで順番に事後分布を更新しても同じ結果が得られる．

負の 2項分布の確率関数

p(x) =

(
r + x− 1

x

)
(1− p)xpr

を pの関数としてみるとベータ分布の密度関数の形をしている．そこで pの事前分

布として Be(a, b)を考えると，一部の定数を省略して確率関数と密度関数の積は

(1− p)xprpa−1(1− p)b−1 = pr+a−1(1− p)b+x−1

であるから，事後分布は Be(a+ r, b+ x)である．サンプルサイズが nのときの事

後分布は Be(a+ nr, b+
n∑
i=1

xi)である．

ガンマ分布の密度関数は

f(x) =
1

Γ (ν)αν
xν−1 exp

(
− x

α

)
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である．ここでは尺度母数の逆数 β = 1/αに対して事前分布を考えることとする．

密度関数は

f(x) =
βν

Γ (ν)
xν−1 exp(−xβ)

となりガンマ分布の形をしている．つまり αに戻ると「逆ガンマ分布」をしてい

る．そこで βにガンマ分布Ga(κ, 1/γ)を仮定すれば，事前密度と f(x)の積は，主

要な項のみを残すと

βκ−1 exp(−γβ)βν exp(−xβ)

の形をしている．これより事後分布は Ga(κ+ ν, 1/(x+ γ)である．サンプルサイ

ズが nのときの事後分布はGa(κ+ nν, 1/(
n∑
i=1

xi + γ)) である．

問 14.5 事後密度関数の分子は (14.21)式に f(x |θ)をかけて

π(θ)f(x |θ) =
k∑
j=1

αjπ(θ, ξj)f(x |θ) (∗)

である．次に j 番目の事前分布を単独で用いたときの事後密度 π(θ, ξ̃j(x))は

π(θ, ξ̃j(x)) =
π(θ, ξj)f(x |θ)∫
π(θ′, ξj)f(x |θ′) dθ′

であるから，分母を払うと

π(θ, ξj)f(x |θ) =
∫
π(θ′, ξj)f(x |θ′) dθ′ × π(θ, ξ̃j(x))

となり，これを (∗)式に代入すると

π(θ)f(x |θ) =
k∑
j=1

αj

∫
π(θ′, ξj)f(x |θ′) dθ′ × π(θ, ξ̃j(x))

である．xの周辺密度関数は 1 =

∫
π(θ, ξ̃j(x)) dθより∫

π(θ)f(x |θ) dθ =
k∑
j=1

αj

∫
π(θ′, ξj)f(x |θ′) dθ′

である．したがって

π(θ |x) =
k∑
j=1

αj

∫
π(θ′, ξj)f(x |θ′) dθ′

k∑
j′=1

αj′

∫
π(θ′, ξj′)f(x |θ′) dθ′

π(θ, ξ̃j(x))
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=
k∑
j=1

α̃jπ(θ, ξ̃j(x))

となり (14.22)式が確認される．

問 14.6 (14.30)式で示したようにベイズ決定関数は事後の平均損失を最小にする

ことによって得られる．帰無仮説に対応するΘ0の事後確率を π(Θ0 |x)，対立仮説
に対応するΘ1 の事後確率を π(Θ1 |x)と表すと，決定関数 δ(x) ∈ {0, 1}の事後平
均損失は

I[δ(x)=1]π(Θ0 |x) + I[δ(x)=0]π(Θ1 |x)

である．これを最小にするには π(Θ0 |x) < π(Θ1 |x) のときには δ(x) = 1,

π(Θ0 |x) > π(Θ1 |x) のときには δ(x) = 0 とすればよい．つまり事後確率のよ

り大きな仮説を選べばよい．

問 14.7 (log τ)′ = 1/τ で，τ → 0 のとき log τ → −∞，また τ → ∞ のとき
log τ → ∞より ∫ ∞

0

1

τ
dτ =

[
log τ

]∞
0

= ∞

である．

また τ2 = ζ とおくと
dζ

dτ
= 2τ あるいは 2τdτ = dζ

であり，2τdτ = dζ の両辺を τ2 = ζ で割ると

2
1

τ
dτ =

1

ζ
dζ

となり，ζ = τ2 で表しても同じ事前密度の形となる．

問 14.8 補題 14.4あるいは補題 14.5を用いる．π({−1}) = π({1}) = 1/2とす

る．X = xを観測したときの事後確率は

π({−1}|x) = e−(x+1)2/2

e−(x+1)2/2 + e−(x−1)2/2
=

e−x

e−x + ex
,

π({1}|x) = ex

e−x + ex

である．ベイズ推定量は事後期待値であるから
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δπ = π({1}|x)− π({−1}|x) = ex − e−x

e−x + ex

となる．この設定では，x→ −x, θ → −θ のように符号を変えることに対する対称
性があるから，R(1, δπ) = R(−1, δπ) となり，(14.36)式は (1, δπ) = R(−1, δπ) =

r(π, δπ)と等式で成り立つ．これより πは最も不利な分布であり，δπ はミニマック

スである．

問 14.9 X が Bin(n, p)に従うとして(
X + α

n+ α+ β
− p

)2

=
(X + α− p(n+ α+ β))2

(n+ α+ β)2

の期待値を計算したい．全体に (n + α + β)2 をかけて分子のみを確認することと

する．

X + α− p(n+ α+ β) = (X − pn) + ((1− p)α− pβ)

と書いて 2乗して期待値をとると

E [(X + α− p(n+ α+ β))2 ] = np(1− p) + ((1− p)α− pβ)2

= np(1− p) + (α− p(α+ β))2

であり，展開して pのべきをそろえて整理すれば

p2(−n+ (α+ β)2) + p(n− 2α(α+ β)) + α2

となり，(14.39)式が確認される．

問 14.10 δ を任意の決定関数とする．また任意の ε > 0に対して事前分布 πε を

選び，その事前分布に対するベイズ決定関数を δπε
とする．このとき

sup
θ
R(θ, δ) ≥ r(πε, δ) ≥ r(πε, δπε

) > c− ε = sup
θ
R(θ, δ∗)− ε

である．ここで εを 0に近づければ

sup
θ
R(θ, δ) ≥ sup

θ
R(θ, δ∗)

となるから，δ∗ はミニマックス決定関数である．

問 14.11 δψ の平均二乗誤差が

E

[(
nX̄

n+ ψ
− µ

)2]
=

1

(n+ ψ)2
E
[
(nX̄ − µ(n+ ψ))

2
]
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=
1

(n+ ψ)2
E
[
(n(X̄ − µ)− µψ)

2
]

=
1

(n+ ψ)2
(n+ µ2ψ2)

である．これを µの事前分布N(0, 1/ψ)で期待値をとると µ2が 1/ψで置き換わる

から

r(πψ, δψ) =
1

(n+ ψ)2
(n+ (1/ψ)ψ2)) =

1

n+ ψ

を得る．

ここで ψを 0に近づければベイズリスクが 1/nに近づくため，補題 14.6より X̄

はミニマックス推定量である．

問 14.12 (14.3)式で pを含む部分のみに着目すると

pα+x−1(1− p)β+n−x−1

となり (14.5)式の基準化定数がないものが得られている．pについての最大化は 2

項分布の最尤推定量と同様であるから，MAP推定値は
α+ x− 1

α+ β + n− 2

で与えられる．

問 14.13 回帰モデルを y ∼ Nn(Xβ, (1/τ)In)とし，τ 及び β の事前分布を，τ

の周辺事前分布が τ ∼ Ga(ν, α)，また τ を与えたときの β の条件つき事前分布が

β |τ ∼ Np(η, (1/τ)Ip)とする．事前密度と回帰モデルの密度の積で，β, τ に関係す

るところのみを残すと以下のようになる．

τn/2 exp
(
− τ

2
(y −Xβ)⊤(y −Xβ)

)
× τp/2 exp

(
− τ

2
(β − η)⊤(β − η)

)
× τν−1 exp(−τ/α)

まずは，事後分布において β |τ の分布を求めるために exp( ) の中で β について平

方完成をおこなうと，

− τ

2

(
β⊤(Ip +X⊤X)β − 2β⊤X⊤y − 2β⊤η + y⊤y + η⊤η

)
= − 1

2

[
(β − (Ip +X⊤X)−1(X⊤y + η))⊤(τ(Ip +X⊤X))



72 章末問題解答例

× (β − (Ip +X⊤X)−1(X⊤y + η))

+ τ
(
y⊤y + η⊤η − (X⊤y + η)⊤(Ip +X⊤X)−1(X⊤y + η)

) ]
となるから，2次形式の形から，β |τ の事後分布は

Np((Ip +X⊤X)−1(X⊤y + η), (τ(Ip +X⊤X))−1)

であることがわかる．なお τp/2 はこの正規分布の密度に吸収されることがわかる．

次に残りの項で τ に関する部分を整理すると，べきの部分が τn/2+ν−1 であり，

exp( )の中は

− τ

2

( 2

α
+ y⊤y + η⊤η − (X⊤y + η)⊤(Ip +X⊤X)−1(X⊤y + η)

)
であるから，τ の事後分布が

Ga

(
n/2 + ν, 2

( 2

α
+ y⊤y + η⊤η − (X⊤y + η)⊤(Ip +X⊤X)−1(X⊤y + η)

)−1
)

であることがわかる．


