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解答 (第４版用)

第１章
問 1.1 2n2 = m2 よりmは偶数であることを用いる．
問 1.2 両辺を 2乗して考える．
問 1.3 原点を O として x軸上にない．点 Pをとり，Pを通り x軸に平行な直線 ℓ

を引く．点 A(a, 0)を通り直線 OPに平行な直線と直線 ℓとの交点 Qとすると，
PQ = aである．点 B(b, 0)に対しても同様に直線OQに平行な直線を考える．

問 1.4 (3) を除いてすべて関数である．
問 1.5 g(x) =

x− 1

x
, h(x) = x．定義域は共に {x |x ̸= 0, 1}．

問 1.6 (省略)

問 1.7 y = f(x)をみたす xが 2つあるとして，仮定に矛盾することを示す．
問 1.8 (省略)

問 1.9 (1)
3

2
(2)

3

2
(3) −1 (4) −4 (5)

1

2
(6) −1

3

問 1.10 (省略)

問 1.11 (1)
π

3
(2) −π

6
(3)

π

4
(4)

3π

4
(5)

π

3
(6) −π

4

問 1.12 (1) −π
3

(2)
π

3
(3)

2π

3

問 1.13 x = cos yとおくと cos(π − y) = − cos yが成り立つことによる．
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第２章
問 2.1 (1) 5 (2) 1

問 2.2 (1) 1 (2) −1 (3) −∞

問 2.3 (1) xn − an = (x − a)×(x, aの多項式)である． (2) cos x − cos aを積
に直す． (3)

1

x
− 1

a
= −x− a

ax
を用いる． (4)

√
x−

√
a =

x− a√
x+

√
a
を用

いる．
問 2.4 定義に沿って右辺を計算する．
問 2.5 f(x) = tan x− xとおく．f(nπ) = −nπ < 0 および x→

(
n+

1

2

)
π− 0の

とき f(x) → ∞である．
問 2.6 (1) x = cosh yとおくと e2y − 2xey +1 = 0をみたす． (2) x = tanh yと
おくと e2y(1− x) = 1 + xをみたす．

問 2.7 (1)
3

4
(2) 3 (3) −1

問 2.8 (1)
1

2
(2) 2 (3) 2 (4) 1 (5) 0 (6) ∞

問 2.9 dを任意の正数について，(1) n0 >
1√
d
とする． (2) n0 > log dとする．

(3) 定理 2.16証明の不等式 (2.6)を用い，n0 >
1

Arccos (1− d)
とする．

問 2.10 0 < a1 < a < a2 とする．dを任意の正数について，
(1) |

√
x−

√
a| < |x− a|

2
√
a1
より h = 2

√
a1dとする．

(2)

∣∣∣∣ 1x − 1

a

∣∣∣∣ < |x− a|
a21

より h = a21dとする．

(3) x > 0 ならば log(1 + x) ≦ x (1 + x ≦ ex より) なので，x > a のとき
log x− log a = log

(
1 +

x− a

a

)
<
x− a

a1
．よって h = a1dとする x < aの

ときも同様
問 2.11 (1) 上限：2 下限：1 (2) 上限：1, 下限：0 (3) 上限：

√
2, 下限：0

(4) 上限：1, 下限：0

問 2.12 有界な単調増加数列 {an}について A = {an| n : 自然数 }とすると，Aの
上限が極限値である．
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問 2.13 (1)

∣∣∣∣ 1

x2 + 1
− 1

x′2 + 1

∣∣∣∣ = |x+ x′||x− x′|
(x2 + 1)(x′2 + 1)

≦ |x− x′|
4

が成り立つ．

(2) ||x| − |x′|| ≦ |x− x′|が成り立つ．
(3)

√
|x| −

√
|x′| ≦ |x| − |x′|√

|x|+
√

|x′|
であるので，|x|, |x′| ≧ Rならば |

√
|x| −

√
|x′|| ≦ |x− x′|

2
√
R
が成り立つ．一方，定理2.21より区間 [−2R, 2R]では一様連

続なので，任意の d > 0について，ある h > 0が定まる．h′ = min
{
h,

d

2
√
R

}
をとり |x− x′| < h′ とすれば良い．

練習問題 2.1

1. N ≦ a < N + 1 をみたす自然数 N をとり，n > N + 1 のとき an

n!
=

a

1
· · · a

N

a

N + 1
· · · a

n
と考える．

2. ヒントより h2
n ≦ 2

n− 1
が成り立つ．

3. (1) 1 +
x

n
= 1 +

p

qn
であるので，m = qn(自然数)とおくと，n → ∞のとき

m→ ∞となる．2項展開を用いて
(
1± x

n

)n
≧ 1± x (複号同順)を示す．

4. 定理 2.5証明の中で aを |bn|に置き換えると
(
1 +

|bn|
n

)n
≦ 1 +

|bn|
1− |bn|

2

が成

り立つことを用いる．
5. ヒントの不等式の 1番目に x =

1

n
，2番目に x =

1

n+ 1
を代入する．

6. (1) 数学的帰納法 (2) 定理 2.5証明の最初の等式 (a = 1)より e ≧ 1+ 1+
1

2
+

1

6
+

1

24
− 5

6n
がいえる．証明の最後の不等式の右辺は 1+ 1+

1

2!
+

1

3!

(
1+

1

4
+

· · ·+ 1

4n−3

)
とできる．

練習問題 2.2

1. (1) 1 (2) 2

2. (1) 0 (2) 0

3. (1) 0 (2) 1 (3) 0

4. (1) ||f(x)| − |f(a)|| ≦ |f(x)− f(a)| を用いる．
(2) A ≧ B,A < B それぞれの場合に確かめる．
(3) (2) よりM(x) =

1

2

(
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

)と表されるので (1)を用
いる．m(x)も同様．
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5. 任意の実数 xについて xに収束する有理数列 xn をとり，f(xn) = g(xn)である
ことを用いる．

6. aが有理数：aに近づく無理数 xをとれば連続でない．ことがわかる．aが無理
数：aに近づく実数 xが無理数ならば f(x) = 0. 有理数ならば x =

p

q
と既約分数

であらわすとき，任意の自然数 nについて q ≦ nをみたす有理数は有限個なので，
x→ aならば q → ∞となる，よって f(x) → 0 = f(a)である．

7. tanh xの定義式より (1), (2) が得られる．
8. coshx, sinhxの定義式を (1),(2)の右辺に代入する．
9. 前問より tanh2 x

2
=

1− coshx

1 + cosh x
であることを用いる．

練習問題 2.3

1. ある x0において f(x0) = y0とする．条件より，適当な a, bがあり 0 < x < aと
x > bでは f(x) > y0 なので，有界区間 [a, b]における最小値を考えれば良い．

2. 例えば，ある x0 において f(x0) = y0 > 0とする．条件より，適当な Aがあり
|x| > Aでは |f(x)| < y0 なので，有界区間 [−R,R]における最大値を考えれば
良い．

3. lim
x→ai+0

f(x) = ∞, lim
x→ai+1−0

f(x) = −∞より (ai, ai+1)に 1つ解を持つ
4. F (x) = f(x)− xとして，F (x)に中間値の定理を用いる．

練習問題 2.4

1. (1) 1 (2)
1

2
(3)

2

3

2. (1) 元の sinx, tanxで考える．1 (2)
2

3
(3) 1

3. (1)
x

n
=

1

x′
として定理 2.13を用いる．

(2) 証明の不等式で x = aとすると 1 + x ≦
(
1 +

x

n

)n
≦ 1 + x+

x2

2
(
1− x

2

) が
いえるので (1)を用いる．

(3)
ex − 1

x
に不等式を用いる．

4. (1)
ln
sn

=
nln
nsn

=
nln
L
である． (2) ln = 2 sin xn, sn = 2xn である．

(3) ヒントのように nを選ぶと sinxn
xn

xn
xn−1

≦ sinx

x
≦ sinxn−1

xn−1

xn−1

xn
となる．



5

練習問題 2.5

1. 任意の d > 0について n ≧ n0 ならば |an − a|, |bn − b| < dとする．このとき，
定理 2.3証明の中の不等式より：

(1) |anbn − ab| ≦ A|bn − b|+ |b||an − a| < (A+ |b|)d

(2)

∣∣∣∣anbn − a

b

∣∣∣∣ ≦ 2|b||an − a|+ 2|a||bn − b|
b2

<
2(|b|+ |a|)d

b2
．

よって，例題 2.14注意より収束の定義に基づいて極限式が成り立つ．
2. 連続ならば問題の極限式は明らか．もし，極限式をみたし x = a で連続で
ない．とすると，ある d0 > 0 があって，任意の n > 0 について |xn − a| <
1

n
, |f(xn) − f(a)| ≧ d0 をみたす xn が存在するので極限式が成り立つことに反
する．

3.有界数列{an}が |an| ≦Mならば，実数a, bを a < −M < M < bをみたすように
とり，区間 [a, b]の部分集合をA = {t ∈ [a, b]|区間 [a, t]に含まれる an は有限個}

と定義する．Aの上限を aとすると，定理 2.18より aに収束する {an}の部分列
が存在する．

4. 一様連続の定義より，任意の d > 0についてある h > 0をとれば，|x−x′| < hの
とき |f(x)− f(x′)| < d. ここで，区間 (a, b)をN 等分して b− a

N
< hをみたす

ようにする．例えば，a < c < a+
b− a

N
をみたす cをとると，任意の x ∈ (a, b)

について |f(x) − f(c)| ≦ Ndと見積れる．よって |f(x)| ≦ |f(c)| +Ndとなり
有界である．例えば，

(
0,

2

π

)
で f(x) = sin

1

x
は有界であるが一様連続でない．
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第３章
問 3.1

1
x+h

− 1
x

h
=

−1

(x+ h)x
より− 1

x2

問 3.2 3x− 2

問 3.3

(1) (i) n = 1のときは x′ = 1で成り立つ．(ii) n − 1のとき (xn−1)′ = (n −
1)xn−2が成り立つとすると，(iii) (xn)′ = (xn−1x)′ = (xn−1)′x+xn−1x′ =

nxn−1

(2) m = −n > 0とする．(xn)′ =
( 1

xm

)′
=

0−mxm−1

(xm)2
=

−m
xm+1

= nxn−1

問 3.4 (1) 9x2(x3 + 1)2 (2) (2x2 + 1)ex
2+1 (3)

−4x

(1 + x2)2

問 3.5 (1)
(
1 +

1

x

)x(
log
(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1

)
(2) xtan x

( log x

cos2 x
+

tanx

x

)
(3) 2(3x2 + 11x+ 9)(x+ 2)(x+ 3)2

問 3.6
1

3( 3
√
x)2

問 3.7 (1)停留点 x = 0で極小値を取る．(2)停留点 x = 0は極値ではない．
問 3.8 (1)成立しない．(2)成立する．

問 3.9 中点
(p+ q

2
,
ap2 + aq2

2

)
，接点

(p+ q

2
,
a(p+ q)2

4

)
で，y軸に平行か一致

する．
問 3.10 x = −2

3
πで極大値 3

√
3

2
，x =

2

3
πで極小値−3

√
3

2
．

問3.11 x > 0において，f(x) = x−sinxとおく．f ′(x) = 1−cos > 0, f(0) = 0よ

り，f(x) > 0．g(x) = sin x−(x− x3

6
)とおく．g′′(x) = x−sinx > 0, g′(0) = 0

より，g′(x) > 0．さらに，g(0) = 0より，g(x) > 0

問 3.12 (1) 1 (2)
1

2
(3) 1

問 3.13 (1) o(x4) (2) o(x4) (3) o(x3)

問 3.14 (1) f ′(x) = ex より明らか.

(2) (f (n−1)(x))′ =
( (−1)(n−2)(n− 2)!

x(n−1)

)′
を用いる．

(3) (f (n−1)(x))′ =
(
sin
(
x+

n− 1

2
π
))′ を用いる．
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(4) (f (n−1)(x))′ =
(
cos
(
x+

n− 1

2
π
))′ を用いる．

問 3.15 (1)
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
(2) α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n

(3)
(−1)nn!

(x− 3)n+1
− (−1)nn!

(x− 2)n+1
(4) 2ne2x

問 3.16 (1) 1 (2) kが偶数のとき∞．kが奇数のとき k (3) k

問 3.17 (f (n−1))′ =
( n−1∑

k=0

n−1Ckf
(n−1−k)g(k)

)′
=

n−1∑
k=0

n−1Ckf
(n−k)g(k) +

n∑
k=1

n−1Ck−1f
(n−k)g(k) を用いる．

問 3.18 (1) (x+ n)ex

(2) x2 cos
(
x+

n

2
π
)
+ 2nx cos

(
x+

n− 1

2
π
)
+ n(n− 1) cos

(
x+

n− 2

2
π
)

(3) (x2 +2x) sin
(
x+

n

2
π
)
+2n(x+1) sin

(
x+

n− 1

2
π
)
+n(n− 1) sin

(
x+

n− 2

2
π
)

問 3.19 nが偶数：f (n)(0) = 0．nが奇数：f (n)(0) = (−1)
n−1
2 (n− 1)!

問 3.20 F (x) = f(x) − pn(x)とおくと，F (k)(a) = 0 (k ≥ 0)，F (n+1)(x) = 0．

平均値の定理 F (n)(x)− F (n)(a)

x− a
= F (n+1)(c) = 0より，F (n)(x) = 0．これを

繰り返せば順次 F (n−1)(x) = 0, . . . , F (x) = 0．

問 3.21 (1) (x− 1)− 1

2
(x− 1)2 +

1

3
(x− 1)3 (2) 1 +

x

2
− x2

8
+
x3

16

問 3.22 (1) −1

2
(2) 1

問 3.23 (1)
(−1)m+1 sin(θx)

(2m+ 2)!
x2m+2 (2)

(−1)m+1 sin(θx)

(2m+ 1)!
x2m+1

(3)
(−1)n

(n+ 1)(1 + θx)n+1
xn+1 と

(
α

n+ 1

)
(θx+ 1)α−n−1xn+1

問 3.24
3
√
30 = 3

3

√
1 +

1

9
として x3 までの展開では 3.10725

問 3.25 f(x) =
2x

π
− sinxとおく．f(0) = f(

π

2
) = 0, f ′′(x) = sinx ≥ 0より

f(x) ≤ 0
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問 3.26 (1)

2O

4

2

4
x

y (2) 1

1
x

y

O

−1

−1

問 3.27 (1) 20m/sec (2) 300m

問 3.28 9m/sec2

問 3.29 |a b| > 0なら，bは aの左に，|a b| < 0なら右に，|a b| = 0なら同じ方
向にあることを用いる．運動は加速度ベクトルαの方向に曲がる．

問 3.30 (1) x(t) = v0t cos θ, y(t) = h+ v0t sin θ −
1

2
gt2

(2) t1 =
v0
g

sin θ, h1 = h+
v0

2

2g
sin2 θ (3) sin θ =

√
v0

2gh+ 2v02

問 3.31 (1) (0, 0) (2)
( ±1

45
1
4

,
±1

45
3
4

)
(複号同順)

問 3.32

(1) α =
a2 − b2

a4
x3, β = −a

2 − b2

b4
y3，ρ = a2b2

(x2
a4

+
y2

b4
) 3

2，κ =
1

ρ
，縮閉線

(ax)
2
3 + (by)

2
3 = (a2 − b2)

2
3

(2) α =
a2 + b2

a4
x3, β = −a

2 + b2

b4
y3，ρ = a2b2

(x2
a4

+
y2

b4
) 3

2，κ =
1

ρ
，縮閉線

(ax)
2
3 − (by)

2
3 = (a2 + b2)

2
3

(3) α = 3x+2a, β = − y3

4a2
．ρ =

1

4a2
(y2+4a2)

3
2，κ =

1

ρ
，縮閉線 (4a2y)

2
3 =

4

3
a(x− 2a)

問 3.33 (1) x′, x′′, y′, y′′ を求めて公式 3.8より答を得る．
(2) r2 = a2 cos 2θより r′, r′′ を求め，(1)より答を得る．

練習問題 3.1

1. (1) 微分可能でない． (2) 微分可能． (3) 微分可能でない． (4) 微分可能で
ない．

2. (1) (3.2)式に従って計算する． (2) 接線は y = − n

an+1
(x− a) +

1

an
．これよ

り結果を得る．
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3.

x

y

4 6 102

2

4

6

8O

−2

−4

　適当なグラフ上の点で接線を作図し，傾きを求めて
点を打ち，曲線で結ぶ．

4. 法線の傾きをmとするとmf ′(a) = −1，これより結果を得る．
5. (1) 接線 y = 3x，法線 y = −1

3
x+

10

3

(2) 接線 y = nx− n+ 1，法線 y = − 1

n
x+

n+ 1

n

6. (1) (分子) =
(
x2f(a)− a2f(a)

)
+
(
a2f(a)− a2f(x)

)とすればよい．
(2) (分子) =

(
f(a)g(x)− f(a)g(a)

)
+
(
f(a)g(a)− g(a)f(x)

)とすればよい．
7. h > 0として，f(h)− f(0)

h
+
f(−h)− f(0)

−h を考える．

8.

{
f(bn)− f(a) = (bn − a)

(
f ′(a) + ϵ1

) (
ϵ1 → 0 (n→ ∞)

)
f(cn)− f(a) = (cn − a)

(
f ′(a) + ϵ2

) (
ϵ2 → 0 (n→ ∞)

) から結果を導く.

練習問題 3.2

1. (1)
1√

a2 − x2
(2)

−1√
a2 − x2

(3)
a

a2 + x2
(4)

−a
a2 − x2

(5) eax(sin(bx) + cos(bx)) (6)
√
a2 − x2 (7)

1√
x2 + a2

(8)
√
x2 + a2 (9)

1√
x2 − a2

(10)
√
x2 − a2

2. (1)
3(log (log x))2

x log x
(2) 2 x e−x2

sin (e−x2

) (3)
−2Arccos x log 2√

1− x2

(4)
(
1+

log(sin x)

cos2 x

)
(sinx)tan x (5)


−2

x2 + 1
(x > 0)

2

x2 + 1
(x < 0)

(6)
−4

5 + 3 sin x

(7)
2− 2x2

1 + x2 + x4

3. x+ y + a = 0

4. f(x) = (x − α)mP (x), P (α) ̸= 0と表すと，f ′(x) = (x − α)m−1(mP (x) +

(x− α)P ′(x))
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5. (1)
d

dx
(sinh x) =

(ex − e−x

2

)′
=
(ex + e−x

2

)
= cosh x． (2)，(3)も同様

6. (1) y = Arcsinh x ⇔ x = sinh y より，cosh y > 0 に注意して，dy

dx
=

1
d
dy

(sinh y)
=

1

cosh y
=

1√
sinh2 y + 1

=
1√

x2 + 1
．(2)，(3)も同様．

7. (1) g′(x)eg(x) (2) exg′(ex) (3)
g′(x)

g(x)

(4)
1

x
g′(log |x|) (5) g′(x) cos

(
g(x)

)
(6) cos x g′(sinx)

8. 0 < k < 1のとき正の解が 1つ存在する．k ≧ 1のとき正の解は存在しない．

練習問題 3.3

1. (1)
1

2
(2) 1 (3) 1 (4) −∞に発散

2. (1) 1 ≧ cosxは明らか．f(x) = cosx−
(
1− x2

2

)とおき，f ′′(x) ≧ 0より f ′(x)

は増加関数で , f ′(0) = 0に注意して増減表を作る．x = 0で最小値 f(0) = 0

より f(x) ≧ 0

(2) f(x) = x − Arctan xとおくと f ′(x) ≧ 0より f(x)は増加関数で，さらに
f(0) = 0より f(x) ≧ 0．g(x) = Arctan x− x

1 + x2
とおくと g′(x) ≧ 0よ

り g(x)は増加関数で，さらに g(0) = 0より g(x) ≧ 0

(3) f(x) = x − log(1 + x)と置くと，f ′(x) > 0 (x > 0)．よって，f(0) = 0

より，f(x) > 0 (x > 0)．次に，g(x) = log(1 + x) − x +
x2

2
と置くと，

g′(x) > 0 (x > 0)．よって，g(0) = 0より，g(x) > 0 (x > 0)

3. (1) 正しい : f(x)が x ̸= 0で f(x) ̸= 0かつ x = aで極値をとらないならば，(A)

x > aで f(x) > 0，x < aで f(x) < 0，または，(B) x > aで f(x) < 0，
x < aで f(x) > 0 のどちらかであり，g(x)もそうである．これらを考慮す
れば，f(x)g(x)は x > aと x < aで同符号となり，x = aで極値をとる．

(2) 誤り．反例：f(x) = x, g(x) = 2xは f ′(x) = 1 < 2 = g′(x)であるが，
f(−1) = −1 > −2 = g(−1)

4. g(x) = f(x)− xと置いて，g′(x) ̸= 0から結果を導く．
5. f ′(x)の性質から結果を導く．
6. (1) f ′(0) = lim

h→0

1

h
· h4 sin

1

h
= 0．g′(0), h′(0)についても同様
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(2) xn =
1

nπ
に対して，xn → 0, f ′(xn)f

′(xn+1) < 0 (n = 3, 4, 5, · · · )より．
g′(x), h′(x)についても同様．

(3) g(x) > 0 (x ̸= 0)，h(x) < 0 (x ̸= 0)より．
(4) xn =

1

nπ + π
2

に対して，xn → 0, f(xn)f(xn+1) < 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

より．
7. 平均値の定理を適用する．
8. a ≦ e

1
e

9. a+ b

10. f(x) = o(xm), g(x) = o(xn)と置いて，
(1)では f(x)g(x)

xm+n
→ 0 (x→ 0)を導き，

(2)では f(x) + g(x)

xm
→ 0 (x→ 0)を導く．

(3) f(x) = o(xm), g(t) = o(tn)と置いて，g
(
f(x)

)
xmn

→ 0 (x→ 0)を導く．

11. (1) x ≧ 0における，f(x)の最小値を求めて結果を導く．
(2) ヒントに従って結果を導く．

練習問題 3.4

1. 各小問の導関数は

(1) f ′(x) = −2e−x2

x (2) f ′(x) = −e
− x

2 (x+ 1)

2x
√
x

(3) f ′(x) = −e
− x

2 (x− 2)

2

(4) f ′(x) =
log x− 1

(log x)2
．

O

y

x

1

−2 42

(2)
1√
x
e−

x
2

(1)e−x2

(3)xe−
x
2

(4)
x

log x

y

x

5

10

1 2 3O

−5

極小点
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2. (1) ea + ea(x− a) +
ea

2!
(x− a)2 + · · ·+ ea

n!
(x− a)n +

eθx

(n+ 1)!
(x− a)n+1

(2)
1

a− 2
− 1

a− 1
+

(
−1

(a− 2)2
− −1

(a− 1)2

)
(x− a) + · · ·

+

(
(−1)n

(a− 2)n+1
− (−1)n

(a− 1)n+1

)
(x− a)n

+

(
(−1)n+1

(θx− 2)n+2
− (−1)n+1

(θx− 1)n+2

)
(x− a)n+1

(3)
1

(a− 2)2
− 2(x− a)

(a− 2)3
+

3(x− a)2

(a− 2)4
− · · · +

(−1)n(n+ 1)(x− a)n

(a− 2)n+2
+

(−1)n+1(n+ 2)(x− a)n+1

(θx− 2)n+3

(4) aea+(a+1)ea(x−a)+· · ·+ (a+ n)ea

n!
(x−a)n+ (a+ n+ 1)eθx

(n+ 1)!
(x−a)n+1

3. (1) f(x) = cosh xとおくと f (2m)(0) = 1, f (2m+1)(0) = 0より．
(2) f(x) = sinh xとおくと f (2m)(0) = 0, f (2m+1)(0) = 1より．

4. g(x) = f(x+ h)− f(x)に対して，∆g(x) = g(x+ h)− g(x)を考える．
5. f ′(x) =

f(x)√
1− x2

より，(1−x2)f ′′(x)−xf ′(x) = f(x)を得る．これを (n− 2)

回微分して f (n)(0) (n = 0, 1, 2, · · · ) の漸化式を求め，以下の結果を導く．
f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0で，n = 2m (m = 1, 2, · · · )のとき，f (2m)(0) =

(
(2m−

2)2 + 1
)(
(2m− 4)2 + 1

)
· · · (22 + 1)(02 + 1) n = 2m+ 1 (m = 1, 2, · · · )のと

き，f (2m+1)(0) =
(
(2m− 1)2 + 1

)(
(2m− 3)2 + 1

)
· · · (32 + 1)(12 + 1)

6. (1) −3 (2)
1

2

7. y = (1+x)
1
x と置くと，log y =

1

x
log(1+x) = 1−x

2
+
x2

3
−x

3

4
+o(x3) (x→ 0)．

これより，y＝ e1−
x
2
+ x2

3
− x3

4
+o(x3)となる．これを更に漸近展開することにより，

結果を得る．
8. f(x) = xα (α > 1)と置く．f ′′(x) = α(α− 1)xα−2 > 0 (x > 0) より，f(x)
は x ≧ 0において狭義凸関数である．定理 3.19より結果を得る．

9. 3辺の長さをa, b, c，面積をSとすると，ヘロンの公式はS =
√
ℓ(ℓ− a)(ℓ− b)(ℓ− c)．

ただし，ℓ = a+ b+ c

2
．相加平均と相乗平均の不等式より 3

√
(ℓ− a)(ℓ− b)(ℓ− c) ≦
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ℓ

3
となるから，S ≦ ℓ2

3
√
3
が得られる．等号が成り立つのは，ℓ−a = ℓ−b = ℓ−c，

すなわち a = b = cのときで，S は正三角形のとき．
10. (1) 1.25992，an+1 =

2

3
an+

2

3an2
(2) 0.739085，an+1 =

an sin an + cos an
sin an + 1

練習問題 3.5

1. (1) x2 − y = 1 (2)
x2

9
+

(y − 4)2

16
= 1 (3) (2x2 + 5x+ 2)y = 4x

(4) x
2
3 + y

2
3 = 1

2. 概形は下図．t =
π

2
のとき y = x−

(
2− π

2

)
a．t = πのとき y = 2a

1

2

1O 2 3 4 5 6
x

y

t=

t=π

π
2

3. 概形は右図．d2y

dx2
=

12t2(1− t2)

(3t2 − 1)3
．

O

y

x

A C

B

0.5

1

−0.4

−0.5

0.4

(A) t < −1 (x < 0)で上に凸，−1 < t <
−1√
3

(0 < x <
2

3
√
3
)で下に凸．t = −1の原点 (0,0)は変曲点．

(B)
−1√
3
< t <

1√
3
(
−2

3
√
3
< x

2

3
√
3
)で上に凸である．

(C)
1√
3
< t < 1 (

−2

3
√
3
< x < 0)で下に凸，1 < t (0 < x)で上に凸．

t = 1の原点 (0,0)は変曲点．原点 (0,0)は重複点でもある．

4. 円：
(
x− 3

2

)2
+ y2 =

9

4
((0, 0)を除く)．v = t

( −6t

(1 + t2)2
,
3(1− t2)

(1 + t2)2

)
5. (1) t > 0

(2) t = t1 のとき (x, y) = (x1, y1) とすると，t =
1

t1
のとき x =

3t21
t31 + 1

=

y1, y =
3t1
t31 + 1

= x1 となり，結果を得る．

(3) 接線が水平：(x, y) = (0, 0), (
3
√
2,

3
√
4)．接線が垂直：(x, y) = (

3
√
4,

3
√
2)

(4) y1 =
3t2

1 + t3
, y2 = −x − 1 = − 3t

1 + t3
− 1 = とすると，y1 − y2 =

(1 + t)2

1− t+ t2
→ 0 (t→ −1)となる．

(5) 概形は下図 (次ページ 左)
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6. (1) x軸に対象：t⇒ 2π − tを対応　 y軸に対象：t⇒ π + tを対応．

(2) 定理 3.22 より，0 < t <
π

2
,
3

2
π < t < 2π (3) 概形は下図 (中央)．

7. (1) 軌跡は下図 (右)．交点は A(0,−3)と Bの２つ． (2) 点 Aで重なる．
(3) 重ならない．

yy y

xx x2

2

2

2

A(0,−3)

B

OO O

−2

−2

−1

−1−1

−1

−2

−2

−1

1

1

1

練習問題 3.5 5.(5) 練習問題 3.5 6.(3) 練習問題 3.5 7.(1)

8. (1) x−
√
3y + 1 = 0 (2) (π − 4)x+ (4 + π)y = 4

√
2

9. (2x− a)2 + (2y − b)2 = a2 + b2 となり，中心 (a
2
,
b

2

)，半径 1

2

√
a2 + b2 の円．

10. (1) 3t2 − 12t+ 9 (2) t = 1, 3 (3) t < 1, 3 < t (4) 28 (5) 12

11.点Qのx座標はx = cosωt+
√
ℓ2 − sin2 ωt．これより，速度：dx

dt
= −ω sinωt−

ω sin(2ωt)

2
√
ℓ2 − sin2 ωt

加速度：d
2x

dt2
= −ω2 cosωt−

ω2
(
ℓ2 cos(2ωt) + sin4 ωt

)
(ℓ2 − sin2 ωt)

3
2
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第４章
問 4.1 ヒントにある不等式の各辺を積分する．
問 4.2 (省略)

問 4.3 (1)
32

3
(2) −

37

6
(3) 2 (4)

π

6

問 4.4 判別式はD =
(∫ b

a

f(x)g(x) dx
)2

−
(∫ b

a

f(x)2dx
)(∫ b

a

g(x)2dx
)

問 4.5 (1)
1

2

√
4x− 1 (2)

2

15

√
x+ 1 (3x2 + x− 2) (3) − log | cosx|

(4) Arcsin
x

a
(5)

1

a
Arctan

x

a

問 4.6 (1)と (2)

∫ 0

−α

f(x) dxにおいて，x = −tと置く．

(3) 前半は I =

∫ π

0

xf(sinx) dx において，x = π − t と置くと I =

π

∫ π

0

f(sinx) dx − I．後半は J =

∫ π
2

0

f(sinx) dx において，x = π − t

と置くと J =

∫ π

π
2

f(sinx) dx

(4) (3)と同じく，x = π − tと置いて，I =
π

2

∫ π

0

cos2n t sin t dt を導き，その

後 cos t = uと置換積分．

問 4.7 (2)

∫
Arcsinx dx = xArcsin x −

∫
x√

1− x2
dxとし，右辺の積分は t =

1−x2と置換積分． (3)

∫
Arctan x dx = xArctan x−

∫
x

1 + x2
dxとし，右

辺の積分は t = 1 + x2 と置換積分．

問4.8 (2) I = x
√
a2 − x2−

∫
a2 − x2 − a2√

a2 − x2
dx = x

√
a2 − x2−I+a2

∫
1√

a2 − x2
dx

より結果を得る． (3)j = x
√
x2 + k −

∫
x2 + k − k√
x2 + k

dx = x
√
x2 + k − J +

k

∫
1√

x2 + k
dxより結果を得る．

問 4.9 (1)
x2

2
+ x− log |x+ 1| (2) log

∣∣∣∣ x

x+ 1

∣∣∣∣+ 1

x+ 1

(3) 2 log |x+ 1| − 1

2
log(x2 + 4)− 2Arctan

x

2
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問 4.10 (1)

∫
1

sin θ
dθ (2) 2

∫
1

t2 − 1
dt

問 4.11 In =
x

(x2 + 1)n
+ 2n

∫
x2 + 1− 1

(x2 + 1)n+1
dx =

x

(x2 + 1)n
+ 2n(In − In+1)

より結果を得る．

問 4.12 C を適当な正の定数とする．(1) g(x) =
C

(x− a)α
(2) g(x) =

C

(b− x)α

(3) g(x) =
C

xα
(4) g(x) =

C

|x|α

問 4.13 (1) log x > 1 (x > e)より発散 (2) 0 < x ≦ π

2
において 1

sinx
>

1

x
よ

り発散．

問 4.14 (1) π (2) π

問 4.15 t = 0 の近傍：1 − p < 1 より収束（定理 4.8(1) 参照） t = 1 の近傍：
1− q < 1より収束（定理 4.8(2)参照）．

問 4.16 (1) t ̸= 0のとき，1− t < e−t, 1 + t < et より結果を得る．

(2) (1)において，1− x2の代わりに f(x) =

{
1− x2 (0 ≦ x ≦ 1)

0 (1 < x)
と置き替

えても同じ不等式が成り立つことに注意して，各辺を n乗してから [0,∞)で
積分する．

(3) ヒントに従い置換積分する． (4) ヒントに従い置換積分する．

問 4.17 (1) − 1

(n+ 1)2

(2) n = 0のとき収束し積分値は π，n = 1, 2のとき発散．
(3) 発散．

問 4.18 右端を代表点にとると，Sn =

n∑
k=1

1

n

( k
n

)3
=

1

n4

n2(n+ 1)2

4
より，∫ 1

0

x3dx = lim
n→∞

Sn =
1

4

問 4.19 (1)
1

2

(√
2 + log(1 +

√
2)
)

(2) 8

(3)
1

2

(
π
√
π2 + 1 + log(π +

√
π2 + 1)

)
問 4.20 (1)

4

3
πab2 (2) 2π2a2b

問 4.21 (1)
2πab

e

(
Arcsin e+ e

√
1− e2

)
) (2) 4π2ab

問 4.22
64

3
πa2
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練習問題 4.1

1. (1) 2 (2)
9

log 10
(3)

1

2
log 2 (4)

√
3 (5)

π

6
(6) 2 log(1 +

√
2)

(7)
π

2
(8)

1

2
log 3 (9) 0

2. 積分の定義を確認する．
3. (1) 2, 6 (2) 4 (3) [1, 3], [5, 7]

(4) f(x) = 0となる xで極値 (黒点)を取り，
f(x)の極値の xで変曲点 (白点)となる． x

y

2

2

2

4 6 8O

y=F(x)

y=f(x)

4. (1)
√

1 + x2 (2) 2x
√

1− x4 (3)
1

x2 + x
(4)

4x4 + 9x2 − 1

(x2 + 1)(4x2 + 1)

(5) sin x

5. a = 8　 f(x) = 3
√
x

6. (1)，(2)ともヒントに従って導く．
7. ヒントに従って導く．また，等号の成立条件をチェックする．

練習問題 4.2

1. (1)
122

5
(2) x− 1

2
cos 2x (3)

1

8
(x2 + 1)4 (4) log |x2 − 3x+ 2

(5)
1

2
(log x)2 (6) log | log x| (7)

2√
3
Arctan

2x+ 1√
3

(8)
1

8
(π − 2)

(9) 2
√
2 (10)

112

9
(11)

π

4
(12)

π

4
− 1

2
(13)

1

2
e−x(sinx− cosx)

(14)
16− 7

√
5

3
(15)

1

2

(
x cos(log x) + x sin(log x)

)
2. (1) log

4

3
− 1

6
(2)

1

2
x2−2x+log

(x− 1)2

|x+ 1| (3)
1

2
log

18

13
− π

6
+

2

3
Arctan

2

3

(4)
5

2
log 2−π

4
(5)

1

24
log
∣∣∣ (x+ 2)2

x2 − 2x+ 4

∣∣∣+ 1

4
√
3
Arctan

x− 1√
3

(6)
1

2
Arctan x2

(7)
1

4
√
2
log

x2 −
√
2x+ 1

x2 +
√
2x+ 1

+
1

2
√
2

(
Arctan (

√
2x − 1) + Arctan (

√
2x + 1)

)
(8)

56

5
(9)

π

2
−1 (10) 2Arctan

√
x− 1 (11) log

∣∣∣∣x− 1 +
√
1 + x+ x2

x+ 1 +
√
1 + x+ x2

∣∣∣∣
(12)

1

5
log

∣∣∣∣2 tan x
2
− 1

tan x
2
+ 2

∣∣∣∣ (13) log(3−
√
3)



18

3.
1

6
log

∣∣∣∣x6 − 1

x6

∣∣∣∣
4. (1) In+1 =

∫
xn+1( − e−x)′dx を部分積分． (2) In+2 =

∫
xn+1( −

1

2
e−x2)′

dxを部分積分． (3) In+1 =

∫
xn+1(− cosx)′dxを部分積分.　 Jn+1

についても同様．
5. u =

3
√

1− x5 と置くと x =
5
√

1− u3 となる．

6. (1) In =

∫ 1

0

(x)′(1− x2)ndxを部分積分 (2) I0 = 1と (1)より．

7. (1)
xn

2
≦ xn

1 + x
≦ xn (0 ≦ x ≦ 1)を積分．

(2) In + In−1 =

∫ 1

0

xn−1dx (n ≧ 1)，I0 =

∫ 1

0

1

1 + x
dxより結果を得る．

(3) (1)より In → 0 (n→ ∞)で，これを (2)に適用する．
8. (1)

∫
1

t2
dt = −1

t
= − 1

tan x
2

(2)

∫
1

2 sin2 x
2

dx = − 1

tan x
2

(3)

∫
1 + cos x

sin2 x
dx = −1 + cos x

sinx

練習問題 4.3

1. (1) 2 (2)
1

2
(3) 発散 (4)

π

2ab
(5) 発散 (6)

b

a2 + b2
(7)

2

e

(8) π (9)
π

2
(10)

2π

3
√
3

(11) π (12)
4
√
3

9
π

2. (1) 発散 (2) 収束 (3) p > −1のとき収束　 p ≦ −1のとき発散 (4) 発散
(5) 発散 (6) |p| < 1のとき収束　 |p| ≧ 1のとき発散 (7) 収束 (8) 収束
(9) 収束

3. x→ 0のとき sinx

xα
=

1

xα−1
+ o(1) ，x→ ∞のとき

∣∣∣∣ sinxxα

∣∣∣∣ ≦ 1

xα
+ o(1)より

収束する．
4.

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

−∞
f(x) dx，および

∫ ∞

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+∫ ∞

b

f(x) dxより結果を得る．

5. (1) 任意の α > 0に対し， lim
x→+0

xα(− log x)n−1 = 0 (2) 部分積分．
(3) − log x = tとおいて置換積分．

6. (1) 任意の α > 0に対し， lim
x→+0

xα log(sin x) = 0 (2) x =
π

2
− tと置く．

(3) x = π − tと置く． (4) x = 2tと置く．sin 2t = 2 sin t cos tを利用する．
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7. (1)
π

2
log 2 (2) −π log 2 (3) −π

2

2
log 2

8. (1) p > cに対してF (p)は存在 (2) (i)
1

p2 + 1
(ii)

p

p2 + 1
(iii)

1

(p− a)2

(iv)
b

(p− a)2 + b2
(v)

p− a

(p− a)2 + b2

9. (1) 前半の等式：t = cos2 θとおいて置換積分．後半の等式： t

1− t
= uとおいて

置換積分． (2)

∫ 1

0

tm(1− t)ndtを部分積分．

練習問題 4.4

1. (1) Sn =
1

n
√
n
(
√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n) lim

n→∞
Sn =

2

3

(2) Sn =
1

n+ 1
+

2

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n
lim

n→∞
Sn = log 2

2. (1) A (2) A (3) 約 4.5分後（4分～5分の間なら正解とする．）
(4) 2分後の AとB の間隔．

3. リーマン和 Sn =
3

n

n∑
k=1

(
2 +

3k

n

)3
lim

n→∞
Sn =

609

4

4. (1) log 2− 1

2
(2) πab (3)

3

2
πa2

5. (1) 2−
√
2 + log

√
6 +

√
2

3
(2) 6a (3)

√
1 + a2

a

6.
5

12
πa3

7. 定義 4.4の記号を用いる．小区間 [xi−1, xi]において，底辺の長さ (xi − xi−1)，
高さ f(ci) の長方形を y 軸の回りに 1 回転してできる円筒の体積は ∆Vi =(
πx2i − πx2i−1

)
f(ci) = π(xi + xi−1)f(ci)(xi − xi−1)である．これより，リーマ

ン和 Sn =

n∑
i=1

∆Vi の極限をとると結果を得る．

8. (1)
1

6
(2)

2

15
π (3)

π

6

9. (1)
24

√
3

5
(2)

27

4
π (3)

432
√
3

35
π

10. (1)
8

3
π (2)

16

15
π (3)

1

2
π2

11.
13

3
π

12. Sa =
{√

2 + log(1 +
√
2)− e−a

√
1 + e−2a − log

(
e−a +

√
1 + e−2a

)}
π．

S∞ =
(√

2 + log(1 +
√
2)
)
π
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13. x′ = r′ cos θ− r sin θ, y′ = r′ sin θ+ r cos θを回転体の表面積公式に代入する．

14. (1)
32π

5
a2 (2) 4π

(
1−

√
2

2

)
a2

練習問題 4.5

1. 2h =
b− a

n
として，公式 4.12の証明と同様に，[−h, h]における誤差 E(h) =∫ h

−h

f(t) dt−2hf(0)を考える．E(x)のマクローリン展開より，|E(h)| ≦ M2

3
h3

となる．
2. (1) T10 = 0.800972 (2) M10 = 0.806598

(3) S10 = 0.804779． 真の値は I = 0.804719 · · · より，|I − T10| =

0.003747, |I −M10| = 0.001879, |I − S10| = 0.000060

3. 補題 4.1において，y = px3 + qx2 + rx+ sとしても (4.16)式は同じである．
4. 134m2（シンプソンの公式による．）
5. 区間 [a, b] を 2n 等分したときの分点 x0, x1, x2, · · · , x2n における関数の値を
y0, y1, y2, · · · , y2nとすると，Tn =

b− a

2n
(y0 +2y2 +2y4 + · · ·+2y2n−2 + y2n)

となるから，3S2n = 4T2n − Tn を得る．
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第５章
問 5.1 開領域は (2), 閉領域は (1), (4), (5)．

問 5.2 g =

[
α

β

]
，等高線の接線ベクトルは h =

[
1

−α
β

]
．g · h = 0より直交する．

問 5.3 (1) 極限値なし． (2) 0 (3) 極限値なし．
問 5.4 (1) 連続． (2) 連続でない． (3) 連続．
問 5.5 x2 + y2 ≦ 2では f(1, 1) =

2

3
と最大値・最小値の定理 5.3を使う．一方，

x2 + y2 = r2 > 2では |f(x, y)| ≦
√
2r

1 + r2
<

2

3
を示せば，R2 で最大値が存在

する．
問 5.6 (1) fx = 3x2 − 2ay, fy = 3y2 − 2ax

(2) fx = − y

x2 + y2
, fy =

x

x2 + y2

(3) fx = − 2x

(x2 + y2)2
, fy = − 2y

(x2 + y2)2

(4) fx = − x2 − y2

(x2 + y2)2
, fy = − 2xy

(x2 + y2)2

問 5.7 (1) fx = 3x2 − 3yz, fx = 3y2 − 3zx, fz = 3z2 − 3xy

(2) fx = − x

(x2 + y2 + z2)
3
2

, fy, fz : 省略 (x, y, zについて対称)

(3) fx = −e
√
2z sinx sin y, fy = e

√
2z cosx cos y, fz =

√
2e

√
2z cosx sin y．

問5.8 (1)定義よりfx(0, 0) = fy(0, 0) = 0. fx = − 2y4x

(x2 + y2)2
, fy =

2y3(2x2 + y2)

(x2 + y2)2
.

よって x, y → 0のとき fx, fy → 0

(2) 定義より fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0. fx =
y(x4 + 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
,

fy =
x(x4 − 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
. よって x, y → 0のとき fx, fy → 0．

問 5.9 微分可能性より f(a + r cos θ, b + r sin θ) − f(a, b) = fx(a, b)r cos θ +

fy(a, b)r sin θ + o(r)が得られるので，方向微係数の定義より求められる．

問 5.10 (1) 接平面は 4x− 2y − z − 3 = 0，法線は x− 2

4
=
y − 1

−2
=
z − 3

−1

(2) 接平面は x+
2

3
y − z − 2 = 0,法線は x− 2

1
=

3(y − 3)

2
=
z − 2

−1
．
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問 5.11 (1) fxx = ex sin y, fxy = ex cos y, fyy = −ex sin y

(2) fxx =
2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
, fxy = − 4xy

(x2 + y2)2
, fyy =

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2

(3) fxx =
2xy

(x2 + y2)2
, fxy =

y2 − x2

(x2 + y2)2
, fyy = − 2xy

(x2 + y2)2
．

問 5.12 (1) fxy(0, 0) = fyx(0, 0) = 0 (2) fxy(0, 0) = −1 ̸= fyx(0, 0) = 1．
問 5.13 fxxx = ex sin y, fxxy = ex cos y, fxyy = −ex sin y, fyyy = −ex cos y．
問 5.14 (1) ux =

x

x2 + y2
= vy, vx = − y

x2 + y2
= −vy (2) ∆u = ∆v = 0．

問 5.15 ∆f = 0．
問 5.16 (1) zx = 2nx(x2 + 2y3)n−1, zy = 6ny2(x2 + 2y3)n−1

(2) zx = (2x+ 3y)ex
2+3xy+y3

, zy = 3(x+ y2)ex
2+3xy+y3

(3) zx = yxy−1 cos(xy + y), zy = (1 + xy log x) cos(xy + y)

(4) zx =
2x

1 + x2 + y2
zy =

2y

1 + x2 + y2
．

問 5.17 zx = bf ′(bx− ay), zy = −af ′(bx− ay)を用いる．
問 5.18 (1) 18t5 (2) 8e8t．
問 5.19 (1) fu = 4u3v8, fv = 8u4v7 (2) fu = 2, fv = 0．
問 5.20 zu = eu(fx cos v + fy sin v), zv = eu(−fx sin v + fy cos v)．z2u + z2v =

e2u(f2
x + f2

y )．

問 5.21 y′ =
x2 − y

x− y2
．

問 5.22 (1) y =
2

5
(2x+ 3) (2) y = −x

2
+ 5．

問 5.23 p′(x) =
2(x2 − z2)

x− z − 2yz
, q′(x) =

−x− 2xy + z

x− z − 2yz
．

問 5.24 x = X(U(s, t), V (s, t)), y = Y (U(s, t), V (s, t))について xs, xt, ys, ytを
定理 5.14により計算して行列表示する．

問5.25 (1) 1+x+
3

2
y− 1

2

(
x2+3xy+

9

4
y2
)
+R3 (2) x+y− 1

2
(x2+2xy+y2)+R3

(3) 1− x+ y + x2 − 2xy + y2 +R3．
問 5.26 (1) xy + xy(x+ y) +R4 (2) x− y − 1

6
(x− y)3 +R4

(3) x+ y − 1

2
(x+ y)2 +

1

3
(x+ y)3 +R4

問 5.27 (1) 極値なし (2) (2, 2)で極小．極小値は−8

(3) 極小は (2, 2)で 8．極大は (−2,−2)で−8．
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問 5.28 (1) 最大は
(
±

√
2,± 1√

2

)
で 1，最小は

(
±

√
2,∓ 1√

2

)
で−1 (複号同順)

(2) 最大は
(
± 2√

5
,± 1√

5

)
で 3，最小は

(
± 1√

5
,∓ 2√

5

)
で−2 (複号同順)

問 5.29 (fg)x = fxg + fgx, (fg)y = fyg + fgy を用いる．
問 5.30 αax+ βby + γcz = d

問 5.31 最大は 4
√
3．最大を与える (x, y, z) :

(
(−1)p2

√
3, (−1)q

√
3, (−1)r

2
√
3

3

)
,

(p, q, r) = (0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)．

最小は−4
√
3．最小を与える (x, y, z) :

(
(−1)p2

√
3, (−1)q

√
3, (−1)r

2
√
3

3

)
,

(p, q, r) = (1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)．

練習問題 5.1

1. 集合を E とすると，P /∈ E ならば E の点 (有限個)を含まない Pの近傍がと
れる．

2. (⇒) もし P /∈ E ならば E の要素を含まない P の近傍 Bh(P) がとれるの
で， lim

n→∞
Pn = P に矛盾．(⇐) もし P /∈ E で近傍列 Bhn(P)(hn → 0) で

Bhn(P) ∩ E ̸= ∅が成り立てば，Pn ∈ E で Pn → P /∈ E とできるので矛盾．
よって，ある hでBh(P) は E の補集合に含まれる．

3. 任意の有理数の近傍には無理数があるので，Pの任意の近傍は無理数を座標とす
る点を含む．

4. もし P ∈ ∂E ならば近傍列 Bhn(P)(hn → 0)で Bhn(P) ∩ E ̸= ∅が成り立つ．
よって，Pn ∈ E で Pn → Pなる点列があり，E は閉集合なので P ∈ E.

5. もし P ∈ E ならば，ある近傍 Bh(P) ⊂ E ⊂ E ∪ F. P ∈ F としても同様なの
で，E ∪ F は開集合．もし P ∈ E ∩ F ならば，ある近傍 Bh1(P)と Bh2(P)で
Bh1(P) ⊂ E,Bh2(P) ⊂ F. h = min{h1, h2}とすればBh(P) ⊂ E ∩ F.

6. 集合 E の補集合を Ec と表すとき，(E ∪ F )c = Ec ∩ F c, (E ∩ F )c = Ec ∪ F c

なので問題 5. より閉集合となる．

練習問題 5.2

1. (1) g =

[
2

3

]
, |g| =

√
13 (2) g =

[
4

6

]
, |g| = 2

√
13 (3) g =

[
2

−3

]
, |g| =

√
13．
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2. x = ±1, z = a+ by2 : a の正負は放物線の頂点の位置．(1), (4) b > 0ならばグ
ラフは上に凸．(2), (3) b < 0ならば下に凸．

x = 0, z = by2 : 放物線の頂点は原点で，上と同様に bの正負で凹凸が決まる．
z = 1, ax2 + by2 = 1 : (1) a > 0, b > 0ならば楕円．(3) a > 0, b < 0ならば軸
が x軸の双曲線．(4) a < 0, b > 0 ならば軸が y軸の双曲線．(2) a, b < 0な
らば空集合 ∅でグラフはない.

z = −1ならば，z = 1と様子が，(1)と (4)，(2)と (3)それぞれで逆になる．
z = 0, ax2 + by2 = 0 : (1),(4) aと bが同符号ならば x = y = 0. (2),(3)異符号
ならば 2つの直線．

3. (1) z = r4 − 2r2 と表されるので，グラフは関数 z = x4 − 2x2 のグラフを z 軸
中心に回転したもの． (2) z = r cos 2θ なので，グラフは単位円周上のグラフ
z = cos 2θを動径方向に比例拡大したもの．

4. (1) z = 2X2 + 3Y 2 − 11 (2) z = 3X2 − 5Y 2 − 1

12
．

5. (1) z =
1

2
X2 +

7

2
Y 2 (2) z =

13

2
X2 − 1

2
Y 2．

6. a ̸= bならば tan 2θ =
2h

a− b
をみたす θ． a = bならば θ = ±π

4
．

練習問題 5.3

1. (1) 0 (2) 極限値なし (3) 1 (4) 0 (5) 極限値なし (6) 0．
2. (1) 連続でない． (2) 連続 (3) 連続 (4) 連続．
3. 十分に大きなM > 0について，xまたは y が十分に小さければ f(x, y) > M．
また，xまたは yが十分に大きければ f(x, y) > M．以上より，最小値は有界な
範囲で考えれば良いので必ず存在する．

4. Pn ∈ E, P = lim
n→∞

Pn とすると，f(P) = lim
n→∞

f(Pn) = 0より P ∈ E．よっ
て，E は閉集合．

5. E の補集合は Ec = {P ∈ R2 | f(P) ≦ 0}．Pn ∈ Ec, P = lim
n→∞

Pn とすると，
f(P) = lim

n→∞
f(Pn) ≦ 0より P ∈ Ec．よって，Ec は閉集合であることより E

は開集合．
6. 最大値・最小値の定理より，最大値M と最小値mが存在するので，値域は [m,M ]

に含まれる．また，中間値の定理より，任意のm < k < M に対して Pが存在し
て f(P) = k．よって，値域は [m,M ]．



25

練習問題 5.4

1. (1) fx =
2y

(x+ y)2
, fy = − 2x

(x+ y)2
(2) fx =

y(y2 − x2)

(x2 + y2)2
, fy =

x(x2 − y2)

(x+ y)2

(3) fx = ex(cos y + sin y), fy = ex(− sin y + cos y)

(4) fx = ex cos y + ey cosx, fy = −ex sin y + ey sinx

(5) fx = 2xArctan
y

x
− y, fy = −2yArctan

x

y
+ x

(6) fx = − x

(1 + x2 + y2 + z2)
3
2

, fy, fz : 省略 (x, y, zについて対称)

(7) fx =
3(x2 − yz),

x3 + y3 + z3 − 3xyz
, fy, fz : 省略 (x, y, zについて対称)．

2. (1) a = d = 0, b = −3, c = 3, e = −1 (2) P (z) = z3．
3. (1) 9x− 12y− z− 4 = 0 (2) 8x− 4y− z− 12 = 0 (3) 2x− y+ z− 2 = 0

(4) x− y + 2z − π

2
= 0．

4. (1) a+ c = 0 (2) a+ d = 0, b− c = 0．

5. (1) Et = − 1

2t
3
2

e−
x2

2t +
x2

2t
5
2

e−
x2

2t , Ex = − x

t
3
2

e−
x2

2t より計算

(2) ux = (ex + e−x) sin y, uy = (ex − e−x) cos yより計算．
6. (1) y

∂

∂z
Ωyf = yfx + yzfxz − yxfzz, z

∂

∂y
Ωyf = z2fxy − zxfzy などを用い

る． (2)
∂2

∂y2
Ωxf = 2fyz +Ωxfyy などを用いる．

練習問題 5.5

1. zu =
1

v
f ′
(u
v

)
, zv = − u

v2
f ′
(u
v

)
を用いる．

2. zu =
−1

(u2 + v2)2
[(u2 − v2)fx + 2uvfy],

zv =
1

(u2 + v2)2
[−2uvfx + (u2 − v2)fy]，z2u + z2v =

1

(u2 + v2)2
(f2

x + f2
y )．

3. 定理 5.14と ux = vy, uy = −vx を用いる．

4.
∂2f

∂X2
+
∂2f

∂Y 2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
．

5. utt = c2(f ′′ + g′′), uxx = f ′′ + g′′ である．

6. uxx =
x2

r2
U ′′ +

r2 − x2

r
3
2

U ′ などを用いる．方程式は (rU ′)′ = 0と同値である．

練習問題 5.6

1. (1) y = −2x+ 6 (2) y = − 9

13
x+

40

13
．
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2. (1) 4x+ 3y + 3z − 16 = 0 (2) x+ 2y + z − 6 = 0．

3. ヤコビ行列は例題 5.24． その逆行列は


sin θ cosϕ

cos θ cosϕ

r
− sinϕ

r sin θ

sin θ sinϕ
cos θ sinϕ

r

cosϕ

r sin θ

cos θ − sin θ

r
0


4. 条件は βy − αz ̸= 0. p′(x) =

q(x)− βx

βp(x)− αq(x)
, q′(x) =

αx− p(x)

βp(x)− αq(x)
．

5. (挿入問題)
∂f

∂x
= cos θ

∂f

∂r
− sin θ

r

∂f

∂θ
,
∂f

∂y
= sin θ

∂f

∂r
− cos θ

r

∂f

∂θ
．

6. 上の練習問題 5.を用いて uxx + uyy を計算する．

7. uxx =
x2

r2
U ′′ +

r2 − x2

r
3
2

U ′ などを用いる．方程式は (r2U ′)′ = 0と同値である．
8. 例題 5.24 の式を用いて fxx + fyy + fzz を計算する．忍耐力は必要．

9. (1) J =

[
2u −2v

2v 2u

]
, |J | = 4(u2 + v2) = 0となるのは u = v = 0

(2) J =

[
v u

1− v −u

]
, |J | = −u = 0となるのは u = 0

10. J =

 1− v −u 0

v(1− w) u(1− w) −uv
vw uw uv

 , |J | = u2v = 0となるのは u = 0または

v = 0

練習問題 5.7

1. 1− 1

2
(x2 + y2)− 1

8
(x4 + 2x2y2 + y4) +R6

2. (1)

∞∑
n=0

(−1)n(x− y)n =

∞∑
n=0

(−1)nn!

n∑
k=1

(−1)n−k xkyn−k

k!(n− k)!

(2)

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(x+ y)n =

∞∑
n=0

(−1)n−1(n− 1)!

n∑
k=1

xkyn−k

k!(n− k)!

3. (1)

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)n−k−1xkyn−k

(n− k)k!

(2)

∞∑
n=0

xn

n!
−

∞∑
n=1

n−1∑
k=0

1

2

(
−1

2
+ 1
)
·
(
−1

2
+ n− k − 1

) xkyn−k

k!(n− k)!

4. (1)
(
1,−3

2
)で極小値−5

4
(2) (±

√
2,∓

√
2)で極小値−8

(3)
(
2mπ,

π

2
+ 2nπ

)
で極大値 2．

(
(2m+ 1)π,

π

2
+ (2n+ 1)π

)
で極小値−2
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(4)
(
±1

2
,±1

2

)
で極小値−1

8
.
(
±1

2
,∓1

2

)
で極大値 1

8

(5) (0, 0)で極小値 0

5. (1) (0,±1)で最小値 1．(±2, 0)で最大値 4．
(2) (0, 0)で最小値は 0． (±

√
2, 0)で最大値 2

6. (1) 限界代替率は pX
pY
．よって予算 bには依存しない．

(2) x =
αb

(α+ β)pX
, y =

βb

(α+ β)pY

練習問題 5.8

1. dH = dU + V dp+ pdV = TdS + V dp．よって T =

(
∂H

∂S

)
p

, V =

(
∂H

∂p

)
S

．

マクスウェルの関係式は
(
∂V

∂S

)
p

=

(
∂T

∂p

)
S

．

2. dF = dU − TdS − SdT = −SdT − pdV．よって S = −
(
∂F

∂T

)
V

, p =

−
(
∂F

∂V

)
T

．マクスウェルの関係式は
(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

．

3. (1) dp = −γp
V
dV +

ΓT

V
dS, dT =

ΓT

V
dV +

gT 2

pV
dS

(2) dp = − p

V

(
γ − Γ2

g

)
dV +

Γ2p

gT
dT, dS =

pΓ

gT
dV +

pV

gT 2
dT．よってCV =

T

(
∂S

∂T

)
V

=
pV

gT

(3) dV =
1

p(gγ − Γ2)

(
ΓpV

T
dT − gV dp

)
, dS =

1

T (gγ − Γ2)

(
γpV

T
dT−

ΓV dp

)
．よって Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

＝ γpV

(gγ − Γ2)T
.

(4)
Cp

CV
=

gγ

gγ − Γ2

練習問題 5.9

1.
(
± a√

3
,± b√

3
,± c√

3

)
(± :全ての組み合わせ)で xyz = ± abc

3
√
3
より最大値は

abc

3
√
3
最小値は− abc

3
√
3
．

2. 3方向の辺の長さを x, y, zとして，xyzを x+ y+ z = l(一定)の元で x, y, z ≧ 0

において最大化する．または，f(x, y) = xy(l − x− y)の最大を求めても良い．
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3. 正三角形．三角形の 3頂点で切られた各円弧の中心角を θ, ϕ.ψとし半径を aとす
ると面積は a2

2
(sin θ+ sinϕ+ sinψ)．これを θ+ ϕ+ ψ = 2πの条件で最大化す

る (ψ = 2π − θ − ϕを代入しても良い)．
4. 正三角形．円周上の 3接点で切られた各円弧の中心角を 2θ, 2ϕ, 2ψとし半径を a

とすると面積は a2(tan θ+ tanϕ+ tanψ). これを θ+ ϕ+ψ = 2πの条件で最大
化する．

5. 2S = ax+by+czの元でx2+y2+z2を最大化する．解はx =
2aS

a2 + b2 + c2
, y =

2bS

a2 + b2 + c2
, z =

2cS

a2 + b2 + c2
．

6. L =

n∑
i,j=1

aijxixj − λ
( n∑

i=1

x2i − 1
)
とおく．対称行列 [aij ] = A と表すと，

Lxi = 0, (1 ≦ i ≦ n)の条件はAx = λx．よって，単位固有ベクトルで最大・最
小をとる．よって，Aの最大固有値が最大値で最小固有値が最小値．

7. Q(p, q)は下に凸な p, qの 2次関数で，その最小値を求める．p =
ab− ab

a2 − a2
, q =

a ab− a2 b

a2 − a2
．

8. (1) fx = fy = fz = 0となるのは (0, 0, 0), (1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1),

(−1,−1, 1)で (0, 0, 0)はマクローリン展開 f(x, y, z) = xyz + R4 より極大
点でも極小点でもない．残りはいずれも，ヘッセ行列の 3固有値がすべて正な
ので極小点で，極値は−1

(2) fx = fy = fz = 0となるのは
(
± 1√

6
,± 1√

6
,± 1√

6

)
(複号同順)の 2点．( 1√

6
,

1√
6
,

1√
6

)
ではヘッセ行列の固有値はすべて負なので極大値 (最大値)

√
6e

2
をとり，

(
− 1√

6
,− 1√

6
,− 1√

6

)
ではヘッセ行列の固有値はすべて正なの

で極小値 (最小値) −
√
6e

2
をとる．
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第６章
問 6.1 D = {(x, y) | g1(x) ≦ y ≦ g2(x), x ∈ I} のとき，g1, g2, I を示す．

(1) g1(x) =
1

2
x，g2(x) =

{
2x, 0 ≦ x ≦ 1

3− x, 1 < x ≦ 2
，I = [0, 2]

(2) g1(x) =

{ 1
2
x− 3, −4 ≦ x ≦ 0

2x− 3, 0 < x ≦ 4
，g2(x) =

{
2x+ 3, −4 ≦ x ≦ 0
1
2
x+ 3, 0 < x ≦ 4

，

I = [−4, 4]

(3) g1(x) = −
√

25− x2，g2(x) =
{ 4

3
x, −3 ≦ x ≦ 3√
25− x2, 3 < x ≦ 5

，I = [−3, 5]

問 6.2 (1)
9

2
(2)

3

8
(3)

1

24
(4)

1

24

問 6.3 (1) D =
{
(x, y) | 1

2
x ≦ y ≦

√
x, 0 ≦ x ≦ 4

}
,

∫ 4

0

(∫ √
x

1
2
x

f(x, y) dy
)
dx

(2) D =
{
(x, y) |x2 + y2 ≦ 1, 0 ≦ x ≦ 1

}
,

∫ 1

0

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2

f(x, y) dy
)
dx

問 6.4 (1)
ebx − eax

b− a
(a ̸= b), xeax (a = b)

(2)
a

a2 − b2
(cos bx− cos ax) (a ̸= b),

1

2
x sin ax (a = b)

問 6.5 (1) xeax (2) fn(x) =
xnex

n!

問 6.6 積分の基本性質 (線形性) より示される．
問 6.7 D = {(x, y, z) | g1(x, y) ≦ z ≦ g2(x, y), x ∈ E} のとき，g1, g2, E を示す．

(1) (a) R ≧ 2のとき，g1(x, y) = 1

2
(x2 + y2), g2(x, y) = R+

√
R2 − x2 − y2,

E =
{
(x, y) |x2 + y2 ≦ 4(R− 1)

}
(b) 1 ≦ R < 2のとき，g1(x, y) ={ 1

2
(x2 + y2), x2 + y2 ≦ 4(R− 1)

R−
√
R2 − x2 − y2, 4(R− 1) < x2 + y2 ≦ R2 , g2(x, y) = R +√

R2 − x2 − y2, E =
{
(x, y) |x2 + y2 ≦ R2}

(2) g1(x, y) = x, g2(x, y) = a−
√
x2 + y2, E =

{
(x, y) | y2 ≦ a2 − 2ax,

x ≧ 0
}
,

(3) g1(x, y) =
x2

a2
+
y2

b2
, g2(x, y) = 1 − x − y, E =

{
(x, y) | 1

a2

(
x − a2

2

)2
+

1

b2

(
y − b2

2

)2
≦ 1 +

1

4

( 1

a2
+

1

b2

)}
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問 6.8 (1)
abc

3
(a2 + b2 + c2) (2)

π

16
(3)

1

6

問 6.9 (1)
1

15
(2) 2π log

b

a
(3) 2π

(
b2 log b− a2 log a

)
− π(b2 − a2)

(4) π(ϕ(b2)− ϕ(a2))

問 6.10 直交座標変換 Φ : x = Pu では det[DΦ] = detP = ±1である．

問 6.11
πa2hρ0

3
，
(
0, 0,

h

4

)
問 6.12

(a
4
,
b

4
,
c

4

)
問 6.13 (1) x =

√
2uと変数変換 (2) x = u2 と変数変換

問 6.14
πR2

√
a2 + b2 + c2

c

問 6.15 2R2

練習問題 6.2 1. (1)
25

6
(2)

1

2
+ 2 log 2− 3

2
log 3 (3)

36

5
(4) − 35

40
(5) 0

(6)
16

3
(7)

2

3
(8)

32

15

√
2 (9) e− 5

2
(10)

1

3

(√3

2
+
π

3

)
2. (1)

e− 1

4
(2)

1

2
log 2 (3)

61

3
(4) 2

3. (1)
abc

6
(2a2 + 2b2 + 2c2 + 3ab+ 3bc+ 3ca) (2)

1

2
log 2− 5

16
(3)

1

2

4. (1) πbc
(
1− x2

a2

)
(2)

4π

3
abc

5. (1)
1

2

(
a
√
a2 − x2 − x2 log

a+
√
a2 − x2

|x|

)
(2)

π

6
a3

練習問題 6.3

1. (1)
3π

2
a3 (2)

π

8

( 1

a2
+

1

b2

)
a4 (3) πa2b2 (4)

2

9
(3π − 4)

2. (1)
π

2
(2)

√
3π

2
(3)

π

4
ab(a2 + b2) (4)

3π

8
(5)

2

3

(
π− 2

3

)
a3 (6)

π

6a

3. (1)
π

16
a4 (2)

5π

8
a4 (3)

2π

3
a4 (4)

5π

64
a4

4. (1)
4π

15
(a+b+c) (2) 4π

(
1− π

4

)
(3)

π

16
a4 (4) π

(
2− a2 − 1

a
log

a+ 1

a− 1

)
(5) R > bのとき 4π

3R

(
b3 − a3

)
, R < aのとき 2π

(
b2 − a2

)
(6)

π

8

5.
16

3
a3

6. 16
(
1−

√
2

2

)
a3
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7.
(9π
64
a,

3

8
a,

9π

64
a
)

8. 立体をDとすると x =
1

Ω

∫∫∫
D

x dxdydz =
π

Ω

∫ b

a

xf(x)2 dx

(1)
1

4
a (2)

5

6

練習問題 6.4

1. (1)
π

1− α
(2)

π

α− 1
(3) 2πa

2. (1)
4π

3− 2α
(2)

4π

2α− 3
(3)

8

15

3. (1) 0 (2) 1

4.
Γ (p)Γ (q)Γ (r)

Γ (p+ q + r)

5. (1)
8

15
(2) 2 log(1 +

√
2) (3) π (4)

π

4a2
(5) −π (6)

π√
2

(7)
π√

ac− b2
(6.(6) 参照) (8)

α

2 sinα

6. (1)
1

(α− 1)(α− 2)(α− 3)
(2) π2a2 (3) π

(
2 +

1− a2

a
log

1 + a

1− a

)
(4) 2π

(
b2 − R2

3
− 2a3

3R

)
(5)

1

2
log 2 (6)

π
3
2√

det(A)

7.
1

q
B(p, q + 1) =

Γ (p)Γ (q)

Γ (1 + p+ q)

8.
Γ (p)Γ (q)Γ (r)

Γ (1 + p+ q + r)

練習問題 6.5

1. (1)
2

3
(2)

2

3
(3)

2

3

2. (1) U = y log x+ cos y (2) U = x2 + xy + y2

3. (1) 2π2Rr2 (2) 4π2Rr

4. (1)
1

2
πa2 (2)

2π

3

[
(1 + a2)

3
2 − 1

]
(3)

2
√
2

3

√
ab(a+ b)

(4)
2π

3

(
2
√
2− 1)ab

)
5. (1) 4a2 (2) 8a2

6. (1) 4π (2) 2πh
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第７章
問 7.1 以下を用いる．(1)

log x

xδ
→ 0 (x → ∞) (2)

1

log x
= o(1) (x → ∞)

(3) log(1 + x) = x+ o(x2) (x→ 0) (4)
1

1 + x
= 1− x+ o(x2) (x→ 0)

問 7.2 (1) 条件収束． (2) 条件収束． (3) p ≦ 1のとき条件収束，p > 1のとき絶
対収束．

問 7.3 極限関数 f(x) = 0で，fn(x)の最大値は nであるから一様収束しない．
問 7.4 極限関数 f(x) = 0で，fn(x)の最大値は 1√

2e
であるから一様収束しない．

問 7.5

∫ x

0

1

1 + x2
dx =

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

2k + 1
の収束半径は 1で，x = 1のとき右辺が

収束することからアーベルの定理 7.33を適用する．

練習問題 7.1

1.
611

495

2. (1)
3

4
(2) 収束しない． (3)

13

6
(4)

1

4
(5) 4 (6) 4

3. (1) 収束 (2) 発散 (3) 発散 (4) 収束 (5) 収束 (6) 収束 (7) p > 1のとき収束
p ≦ 1のとき発散 (8) 発散

4. 十分大きな nに対して，an ≧ C

n
(C は正の定数)となる．

5. (9)は収束しない．他は収束する．
6. コーシー・シュワルツの不等式 (例題 4.1の注意)を用いる．
7. (1)

1

2k
− 1

k
=

−1

2k
(1 ≦ k ≦ n)を用いる．

(2) 例題 7.3 より， lim
n→∞

(
Tn − log n

)， lim
n→∞

(
T2n − log(2n)

)は同じ値に収束
する．

(3)
1

2n− 1
− 1

2(2n− 1)
+

1

4n
=

1

2

( 1

2n− 1
− 1

2n

)
より示される．

8. A =

∞∑
n=1

an, B =

∞∑
n=1

bnとする．βn = B−
n∑

k=1

bkとおくと，Sn =

n∑
k=1

(a1bk +

a2bk−1 + · · · + akb1) = a1(B − βn) + a2(B − βn−1) + · · · + an(B − β1)
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より，
( n∑

k=1

ak
)
B − Sn = a1βn + a2βn−1 + · · · + anβ1 となる．ここで，

βn → 0 (n→ ∞)と
∞∑

k=1

akが絶対収束することを用いれば，右辺→ 0 (n→ ∞)

を示すことができる．

9. 定理 7.9を用いて
∞∑

n=0

an

n!
,

∞∑
n=0

bn

n!
が絶対収束することを示してから前問 8.を適

用する．cn =

n∑
k=0

ak

k!
· bn−k

(n− k)!
=

(a+ b)n

n!
より結論を得る．

10. {am} , {bn}の順序を並べ替えたものを {ami} ,
{
bnj

}とする．任意の自然数
N に対して，{mi, nj} (1 ≦ i ≦ N, 1 ≦ j ≦ N) の最大を N1 とすれば，
i=N,j=N∑
i=1,j=1

|amibnj | ≦
m=N1,n=N1∑

m=1,n=1

|ambn| =
(m=N1∑

m=1

|am|
)( n=N1∑

n=1

|bn|
)
となり，

絶対収束する．後半は，cn =
( n∑

i=1

ai
)( n∑

i=1

bi
)
とおいて，c1+(c2− c1)+ · · ·+

(cn − cn−1) + · · · を考える． 定理 7.6を考慮すれば結論を得る．

練習問題 7.2

1. f(x) = 0， x

1 + nx
<

1

n
を用いる．

2. gn(x) = (1− x)xn, hn(x) =
1

n
として，

∑
k

gk(x)hk(x)に対してディリクレの

定理 7.18を用いる．
3. (1) (−∞,∞) ただし，x ̸= − 1

n
(n = 1, 2, 3, · · · )，　一様収束しない．

(2) (−∞,∞)　一様収束しない． (3) (−∞,∞)　一様収束する．
(4) (0,∞)　一様収束しない．

4. (1) 極限関数は f(x) = 0

(2) p < 1のとき一様収束する．　 p ≧ 1のとき一様収束しない．
(3) p < 2のとき項別積分可能．　 p ≧ 2のとき項別積分可能でない．

5. (1) (−
√
2,
√
2) (2) 項別微分可能でない．

6. (前半) 定理 7.6 (1)の証明と同様
(後半) 例えば，fn(x) = (−1)n(1− x2)xn (0 ≦ x ≦ 1)
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練習問題 7.3

1. (1) ∞ (2) 1 (3)
1
√
2

(4) 0 (5) 4 (6) e2 (7) 1

2. (1) −1 < x < 5 (2) −3 ≦ x < 1 (3) −
1

e
≦ x ≦

1

e

3. (1)

∞∑
k=2

k − 1

2k
xk (2) 1 +

∞∑
k=1

(−1)k22k−1

(2k)!
x2k (3)

∞∑
k=0

3k − 2k

k!
xk

(4)

∞∑
k=0

(−1)k
( x2k

a2k+1
+
x2k+1

a2k+2

)
(5)

∞∑
k=0

−1

2
k

 x2k+1

2k + 1

4. (1)
(−1)m−1 · (2m+ 1)!

m
(n = 2m+1 (m = 1, 2, · · · )のとき), 0 (その他)

(2) (−1)m22m+1(2m)! (n = 2m+ 1 (m = 0, 1, 2 · · · )のとき), 0 (その他)

5. (1) −20!

6!
(2) 0　

6. (1)
−1−

√
5

2
< x <

−1 +
√
5

2

(2)と (3) x = (1− x− x2)
∞∑

k=1

akx
k において，xn の係数を比較する．　

7. (1) 1

(2) f ′(x) =

∞∑
k=1

k

(
α

k

)
xk−1 から，(1 + x)f ′(x)のべき級数展開において，xn

の係数を求める．
(3) (2)の結果より． (4) (3)の結果より．

8. tanx =
sinx

cosx
=

sinx√
1− sin2 x

と前問 8.の結果を利用する．

9. (1) 0 (2) 3n (3) 0 (4) べき級数に表せたとして矛盾を導く．　


